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SUMMARY

T h e  h y d r o d y n a m ic  e q u a t i o n s  w h i c h  i n c l u d e  a  t u r b u l e n c e  

m o d e l  b a s e d  o n  t h e  w o r k  b y  S p a l d i n g ' s  g r o u p  h a v e  b e e n  d e r i v e d  

a l o n g  w i t h  t h e  a s s o c i a t e d  b o u n d a r y  a n d  i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  

T h e y  h a v e  a l s o  b e e n  p u t  i n t o  f i n i t e  d i f f e r e n c e  f o r m ,  c o d e d ,  

a n d  a r e  c u r r e n t l y  b e i n g  d e b u g g e d .  T h e  s o o t  c h e m i c a l  m o d e l  

h a s  b e e n  d e t e r m i n e d  a n d  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  a b o v e  f o r m u l a t i o n .  

A r a d i a t i o n  c o d e  b a s e d  o n  t h e  l o n g  c h a r a c t e r i s t i c s  m e t h o d  h a s  

b e e n  p r e p a r e d  f o r  i n c l u s i o n  i n t o  t h e  c o d e  a s  a  s u b r o u t i n e  

a s  h a s  a n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  p a c k a g e .

v
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1 .  INTRODUCTION

T h e  d e v e l o p m e n t  o f  c o m p u t e r  c o d e s  f o r  t h e  a c c u r a t e  

c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t o r c h  a n d  p o o l  f i r e s  i s  a  c o m p l e x ,  

m u l t i - d i s c i p l i n a r y  t a s k .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  s c i e n c e s  

a n d / o r  t e c h n o l o g i e s  o f  f l u i d  m e c h a n i c s ,  n u m e r i c a l  a n a l y s i s ,  

c h e m i s t r y ,  t h e r m o d y n a m i c s  a n d  r a d i a t i o n  t r a n s p o r t  m u s t  b e  

m e s h e d  t o g e t h e r  i n  o r d e r  t o  p r o d u c e  c o d e s  c a p a b l e  o f  s u c h  a n  

a c c u r a t e  c h a r a c t e r i z a t i o n .

D u r i n g  t h e  i n i t i a l  q u a r t e r  o f  t h i s  c o n t r a c t ,  t h e  

e m p h a s i s  h a s  b e e n  o n  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  c o m p o n e n t s  i n  t h e  

s e v e r a l  a f o r e m e n t i o n e d  a r e a s  w h i c h  c a n  t h e n  b e  m e s h e d  t o ­

g e t h e r  i n  s u c c e e d i n g  q u a r t e r s  t o  f o r m  t h e  t o r c h  a n d  p o o l  

f i r e  c o m p u t e r  c o d e s .  C o n s e q u e n t l y ,  t h i s  i n i t i a l  q u a r t e r l y  

p r o g r e s s  r e p o r t  h a s  b e e n  d i v i d e d  a l o n g  t e c h n o l o g i c a l  l i n e s .  

T h u s ,  t h e  n e x t  s e c t i o n  r e p o r t s  on h y d r o d y n a m i c s  a n d  i t s  

a s s o c i a t e d  e l e m e n t s ,  S e c t i o n  I I I  d i s c u s s e s  t h e  e q u a t i o n  o f  

s t a t e  p a c k a g e  t h a t  h a s  b e e n  d e v e l o p e d ,  S e c t i o n  I V  r e p o r t s  

o n  t h e  s o o t  c h e m i c a l  m o d e l ,  a n d  S e c t i o n  V d i s c u s s e s  t h e  

r a d i a t i o n  t r a n s p o r t  m o d e l  a n d  c o m p u t e r  c o d e .  F i n a l l y ,  

S e c t i o n  V I  d i s c u s s e s  t h e  t h r u s t  o f  t h e  e f f o r t  i n  t h e  n e x t  

q u a r t e r .
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I I .  HYDRODYNAMICS

T h e  h y d r o d y n a m i c  m o d e l  t h a t  S 3 i s  p u t t i n g  i n t o  t h e  

t o r c h  a n d  p o o l . f i r e  c o d e s  i s  m i s l e a d i n g l y  s i m i l a r  t o  t h a t  

f o u n d  i n  t h e  p r e v i o u s  A R O K E M ^  c o d e .  W h i l e  t h e  m e a n  f l o w  

e q u a t i o n s  a r e  o n l y  m o d e s t l y  m o d i f i e d ,  t h e  a d d i t i o n  o f  e q u a ­

t i o n s  f o r  t h e  t u r b u l e n c e  q u a n t i t i e s  c o m p l i c a t e s  t h e  s y s t e m  

t r e m e n d o u s l y  i n  t h a t  t h o s e  e q u a t i o n s  a p p a r e n t l y  h a v e  n e v e r  

p r e v i o u s l y  b e e n  d e r i v e d  f o r  a n  a x i s y m m e t r i c  f l o w  w i t h  

s p a t i a l  d e n s i t y  v a r i a t i o n ; ; .  S i n c e  t h e  s t r e n g t h  a n d  a c c u r a c y  

o f  t h e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  f i r e s  d e p e n d s  v e r y  h e a v i l y  

o n  t h i s  f o r m u l a t i o n ,  s u c h  c o m p l i c a t i o n s  m u s t  b e  a c c e p t e d .

A g o o d l y  p o r t i o n  o f  t h i s  r e p o r t i n g  p e r i o d  ( a d m i t t e d l y  

s o m e w h a t  m o r e  t h a n  h a d  b e e n  o r i g i n a l l y  p l a n n e d )  w a s  s p e n t  

d e r i v i n g  t h e  p r o p e r  s e t  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  T he  

d e t a i l s  o f  t h e  d e r i v a t i o n s  w i l l  n o t  b e  i n c l u d e d  i n  t h i s  

r e p o r t  b u t  w i l l  b e  i s s u e d  l a t e r  a s  a  t o p i c a l  r e p o r t .  T h i s  

t o p i c a l  r e p o r t  w i l l  i n c l u d e  a l l  o f  t h e  d e t a i l s  o f  t h e  

d e r i v a t i o n  o f  t h e  c o n t r o l l i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a n d  

a s s o c i a t e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  b o t h  t h e  t o r c h  a n d  p o o l  

f i r e  c o d e s ,  t h e i r  t r a n s f o r m a t i o n  i n t o  a  n o r m a l i z e d  s t r e a m  

f u n c t i o n  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  a n d  t h e i r  f i n a l  c o n v e r s i o n  i n t o  

d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s .  H e r e  we w i l l  o n l y  q u o t e  s o me  o f  t h e  

r e s u l t s  a n d  i n d i c a t e  t h e  p a t h s  t a k e n  i n  t h e  d e r i v a t i o n .
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2 . 1  THIi CONSERVATI ON EQUATIONS IN  THE r - x  COORDINATE S Y S T E M

T h e  b a s i c  a s s u m p t i o n s  m a d e  i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  

g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  a r e  t h a f :

1 .  A l l  m e a n  q u a n t i t i e s  a r e  s t e a d y  ( i . e . ,  9 / 9 t  = 0 ) .

2 .  T h e  s t a n d a r d  t u r b u l e n t  a s s u m p t i o n  i n v o l v i n g  t h e  

b r e a k u p  o f  d y n a m i c  q u a n t i t i e s  i n t o  m e a n  a n d  

f l u c t u a t i n g  c o m p o n e n t s  i s  v a l i d  w h e r e  t h e  m e a n  

q u a n t i t i e s  a r e  a v e r a g e d  o v e r  a  t i m e  s p a n  l o n g  

w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t i m e  s c a l e  o f  t h e  t u r b u l e n t  

f l u c t u a t i o n s  b u t  s h o r t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  t i m e  . 

s c a l e  o f  i n t e r e s t  i n  t h e  p r o b l e m .

3 .  -The  t u r b u l e n t  f l u c t u a t i o n s  i n  m a s s  d e n s i t y  a r e  

n e g l i g i b l e  e x c e p t  i n s o f a r  a s  t h e y  a f f e c t  t h e

• b u o y a n c y  t e r m s  ( o n l y  a p p l i c a b l e  t o  t h e  p o o l  

f i r e ) .

4 . S p a l d i n g  - t y p e  m o d e l i n g  o f  c e r t a i n  t u r b u l e n t  

f l u c t u a t i o n  c o r r e l a t i o n s  i n  t e r m s  o f  m e a n  

q u a n t i t i e s  i s  v a l i d .

W i t h  t h e  a b o v e  a s s u m p t i o n s ,  t h e  c o n s e r v a t i o n  e q u a t i o n s  

i n  a n  r - x  a x i s y m m e t r i c  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  c a n  b e  

w r i t t e n .

2 . 1 . 1  C o n s e r v a t i o n  o f  M ean  T o t a l  M a s s

9 (Pu r ). + 9 ( Py r l  = 0 (2
9 x  9 r  u

w h e r e  P = t o t a l  m a s s  d e n s i t y  ( m a s s / v o l )

u , v  = m e a n  a x i a l  a n d  r a d i a l  c o m p o n e n t s  o f  v e l o c i t y  

( l e n . g t h / t i m e )

x , r  = a x i a l  a n d  r a d i a l  c o o r d i n a t e  ( l e n g t h )

4
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2 . 1 . 2  C o n s e r v a t i o n  o f  M ean A x i a l  Moment um

9 ( P u 2 r )  + 9 ( P u v r ) 9 ( r P )  _ 9 _
9 x  9 r  9 x  ~ 9 r

( 2 . 2 )

w h e r e

P = s t a t i c  p r e s s u r e  ( f o r c e / a r e a )

M^ = l a m i n a r  d y n a m i c  v i s c o s i t y  c o e f f i c i e n t

( m a s s / l e n g t h - 1  i m e )

k = me an  t u r b u l e n t  k i n e t i c  e n e r g y  = ( u ^  • u ' )/2

( e n e r g y / m a s s )

e = m e a n  t u r b u l e n t  d i s s i p a t i o n  r a t e  = U ^ / P  (Vu^* d e f  u ”*) 

( e n e r g y / m a s s - 1  i m e )

= C ^ P k 2 / c  = t u r b u l e n t  d y n a m i c  v i s c o s i t y  c o e f f i c i e n t  

( m a s s / l e n g t h - t i m e )

C = C ( R e . )  S p a l d i n g  c o e f f i c i e n t  o f  t u r b u l e n t  v i s c o s i t yM M L

R e t  = t u r b u l e n t  R e y n o l d s '  n u m b e r  = Pk / e P^

C o n s e r v a t i o n  o f  r a d i a l  m om entum  i n  a  b o u n d a r y  l a y e r  ( a  f r e e  j e t  

i s  a l s o  a  b o u n d a r y  l a y e r )  u s u a l l y  o n l y  c o n t r i b u t e s  t h e  i n f o r m a ­

t i o n  t h a t  9 P / 9 r  = 0 ,  b u t  h e r e  we f i n d  t h a t  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  

mean r a d i a l  moment um i n  o u r  b o u n d a r y  l a y e r  t e l l s  u s  t h a t

We c a n ,  t h e r e f o r e ,  s u b s t i t u t e  E q .  ( 2 . 3 a )  b a c k  i n t o  

E q .  ( 2 . 2 )  t o  g e t  t h e  f o r m  o f  t h e  me a n  a x i a l  c o n s e r v a t i o n  

e q u a t i o n  t h a t  we w i l l  u s e :

( 2 . 3 a )

P + |  Pk = II ( x ) ( 2 . 3 b )

5
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3 (pu2r) + 8 (Puvr) d(rll) _ 3_ 
3 x  3r dx 3r +

s pk2 )  - (2.2a)

I n  a l l  o f  t h e  s u c c e e d i n g  e q u a t i o n s ,  ( 2 . 3 )  h a s  b e e n  

s u b s t i t u t e d  w h e r e v e r  a p p l i c a b l e .

2 . 1 . 3  C o n s e r v a t i o n  o f  Me a n  S p e c i e s  M a s s

T h e r e  a r e  f i v e  s p e c i e s  w h i c h  we s h a l l  d e n o t e  b y  

1  = f u e l ,  2 = o x y g e n ,  3 = p r o d u c t s ,  4 = d i l u e n t ,  5 = c a r b o n  

s o o t .  T h e  c o n s e r v a t i o n  e q u a t i o n s  f o r  1  a n d  2 c a n  b e  c o m b i n e d  

t o  y i e l d

w h e r e

3(puf r) 3(pvf r)
1 2 1 2

3x 5 t
= fp(D* ♦ ^ L ) r

3 r  y 2 £<?£ /

3 f 1 2
3 r

*  *  9 F
*  P 0 > "

F j  . =  m e a n  m a s s  f r a c t i o n  o f  s p e c i e s  j

f  = F - F / a  1 2 1 2 '

a  = m a s s  o f  o x y g e n  c o m b i n i n g  s t o i c h i o m e t r i c a l l y  

w i t h  u n i t  m a s s  o f  f u e l

Dj  = l a m i n a r  d i f f u s i o n  c o n s t a n t  f o r  s p e c i e s  j  

( l e n g t h 2 / t i m e )

= t u r b u l e n t  S c h m i d t  n u m b e r  

T h e  d i l u e n t  c o n s e r v a t i o n  e q u a t i o n  b e c o m e s :

3 ( p u F ^ r )  S f P v F ^ r )

3x 3 r
d _
3r

/ „ C k 2 \ 3 F

p( Di  + % " )  r  IT T

( 2 . 4 )

( 2 . 5 )

F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  F s i s  a l w a y s  v e r y  s m a l l ,  we c a n

s a y  t h a t

6
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E  V '
j - 1

( 2 . 6 )

T h e  c o n s e r v a t i o n  e q u a t i o n  f o r  s o o t  i s  t a k e n  t o  b e :

+

3 ( P v F  r )
5 9

L U  ♦ l r ! I s ]  
' r9 r 9 r \ 5 e o f  )

/ d F  \

* i r ^
c h e m

( 2 . 6 )

w h e r e  t h e  l a s t  t e r m  i s  t h e  r a t e  o f  s o o t  p r o d u c t i o n  v i a  

c h e m i c a l  r e a c t i o n  a n d  i s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  I V .

B e f o r e  p r o c e e d i n g  t o  i n d i c a t e  how F , F , a n d  F

c a n  b e  d e d u c e d  f r o m  f  

v a l u e  o f  t h e  t u r b u l e n t

a n d  f  , we  m u s t
1 2  4

f l u c t u a t i o n s  i n  f
1 2

c a l c u l a t e  t h e

2 . 1 . 4  C o n s e r v a t i o n  o f Me an S q u a r e S p e c i e s F l u c t u a t i o n s

9 ( P u G  r )  3 ( P v G  r )  
1 2 v 1 2 -  r P k 2 r  / 3 f ,

2
2 \

3 x  3 r l g e \ 9 r  /

+ 3 _ p ( d ‘

CM

ro
 

|

£ r G
-  r  1 2

9 r G O  ^ / L f  i r ^ ( 2 . 7 )

w h e r e

G = (£' ) = me a n  s q u a r e  o f  t u r b u l e n t  f l u c t u a t i o n s  1 2 v 1 2 '  1
i n  f

1 2

^ G ’ C f  = S p a l d i n g  c o n s t a n t s

We c a n  now p r o c e e d  t o  d e d u c e  F , F 2 , a n d  F ^ . L e t

u s  d e f i n e  t h e  " i n s t a n t a n e o u s "  v a l u e  o f  f  o v e r  t h e  f i r s t
1 2

h a l f  o f  t h e  a v e r a g i n g  t i m e  s c a l e  t o  b e  c o n s t a n t  a n d  g i v e n  b y

7
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: ( D  =f ^ '  =  £  + GJ
1 2  1 2  1 2

+ G1 / 2 ( 2 . 8 a )

w h i l e  o v e r  t h e  s e c o n d  h a l f  i t  i s  c o n s t a n t  a n d  g i v e n  b y

fC2) .  £ _ g1/2
12  1 2  1 2 ( 2 . 8 b )

Now t h e  b a s i c  a s s u m p t i o n  i n  a l l  d i f f u s i o n  f l a m e s  i s  t h a t  - 

t h e  c h e m i c a l  r e a c t i o n  r a t e  i s  i n f i n i t e  s o  we m u s t  h a v e ,  o n4 V

a n  i n s t a n t a n e o u s  b a s i s , e i t h e r  o n l y  f u e l  a n d  p r o d u c t s  o r  o n l y  

o x y g e n  a n d  p r o d u c t s  p r e s e n t .  T h u s ,  w e  c o n c l u d e  t h a t  i f

!
> 0 ,   ̂ = f  ( j )  ,  ̂ = 0

’  1 1 2  ’  2

= 0 ,  t h e n  F ^  = F ^  = 0 ( 2 . 9 )

< 0, F ^  = 0, F^j) = - a f ^
1 - 2 1 2

S i n c e  t h e  m e a n  i s  s i m p l y  t h e  a v e r a g e  o v e r  t h e  t i m e  s c a l e ,  we 

h a v e  t h a t

F i = \  £  F i j )  f o r  i  = 1 , 2  ( 2 . 1 0 )

' j = l

I t  m a y  b e  n o t e d  t h a t  t h e  a b o v e  t e c h n i q u e  i s  p r i m a r i l y  a i m e d  

a t  r e p r o d u c i n g  t h e  " u n m i x e d n e s s "  p h e n o m e n o n  s e e n  i n  t u r b u l e n t  

d i f f u s i o n  f l a m e s  b u t  a l m o s t  i m p o s s i b l e  t o  r e p r o d u c e  u s i n g  

t r a d i t i o n a l  t u r b u l e n c e  m o d e l s .

W i t h  F , F , a n d  F  n o w  d e t e r m i n e d ,  a  s i m p l e  r e -  

a r r a n g e m e n t  o f  E q .  ( 2 . 6 )  y i e l d s

F3 = 1 - (Fx + F2 + FJ (2.11)

8
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2 . 1 . 5  C o n s e r v a t i o n  o f  M e a n  T u r b u l e n t  K i n e t i c  E n e r g y

I f  we t a k e  t h e  s c a l e r  p r o d u c t  o f  t h e  t u r b u l e n t  v e l o c i t y  

f l u c t u a t i o n ,  u ', a n d  t h e  mome nt um e q u a t i o n ,  t i m e  a v e r a g e  t h e  

r e s u l t ,  a n d  " S p a l d i n g - m o d e l "  s o me  o f  t h e  t e r m s ,  we g e t

3 ( P u k r )  + 3 ( p v k r )  _ 2_  9 ( p 2u k r )  + 3 ( p 2v k r )  
3 x  3 r  5 p  3 x  3 r

^ Vt r  3 ( p k )  3 1 n p  + ~ ^ t r  / 3 u \ 2 _ 3 p e r  
5 0 p 3 r  3 r  5 \ 3 r  5 ( 2 . 12)

2 . 1 . 6  C o n s e r v a t i o n  o f  M e a n  T u r b u l e n t  E n e r g y  D i s s i p a t i o n  R a t e

T h i s  e q u a t i o n ,  f o r  e ,  w a s  t h e  m o s t  d i f f i c u l t  t o  d e r i v e .

I t  h a s  s u p p l a n t e d  t h e  e q u a t i o n  f o r  t u r b u l e n t  v o r t i c i t y  (W)
l

i n  t h e  f o r m u l a t i o n  o r i g i n a l l y  p r e s e n t e d  i n  t h e  p r o p o s a l , 1 1 

b e c a u s e  r e c e n t  i n f o r m a t i o n ^ ^ ^  h a s  i n d i c a t e d  t h a t  t h e  k - e  

m o d e l  i s  s o m e w h a t  s u p e r i o r  t o  t h e  k-W m o d e l  a n d  S 3 b e l i e v e s  

t h a t  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  t o r c h / p o o l  f i r e  p r o b l e m  a n d  i t s  

p r a c t i c a l  i m p o r t a n c e  w a r r a n t s  u s i n g  t h e  b e s t  m o d e l  a v a i l a b l e .  

T h e  d i f f i c u l t y  i n  d e r i v i n g  t h e  e q u a t i o n  i s  p o s s i b l y  m o s t  

e a s i l y  a p p r e c i a t e d  wh e n  o n e  r e a l i z e s  t h a t  i t  r e q u i r e s  t a k i n g  

t h e  v e c t o r  g r a d i e n t  o f  t h e  mome nt um e q u a t i o n  a n d  t h e n  t a k i n g  

t h e  s c a l e r  p r o d u c t  o f  t h e  r e s u l t i n g  t e n s o r i a l  e q u a t i o n  w i t h  

t h e  t e n s o r ,  d e f  u '  ( t h e  s y m m e t r i c  t e n s o r  w h i c h  i s  t h e  sum o f  

t h e  v e c t o r  g r a d i e n t  o f  t h e  t u r b u l e n t  f l u c t u a t i o n  i n  v e l o c i t y  

( V u O  a n d  i t s  t r a n s p o s e )  . W h i l e  t h e  d e r i v a t i o n  i s  d i f f i c u l t  

i n  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e s ,  i t s  d i f f i c u l t y  i s  c o m p o u n d e d  m a n y -  

f o l d  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s  b y  t h e  n e c e s s i t y  o f  u t i l i z i n g  

t h e  s o m e w h a t  e s o t e r i c  m a t h e m a t i c s  o f  c o v a r i a n t / c o n t r a v a r i a n t  

t e n s o r  a n a l y s i s .  The  f i n a l  r e s u l t  c a n  b e  w r i t t e n  a s

9
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w h e r e

C = S p a l d i n g  c o n s t a n t  

C = C ( R e , . )  = S p a l d i n g  c o e f f i c i e n t2 2 t

2 . 1 . 7 C o n s e r v a t i o n  o f  Mean E n e r g y

3 ( p u h r )  + 9 ( p v h r )  = 9 _  [ /
9x  9 r  9 r  l Ai

Cnpk\  jhl
c o h  /  9 r

w h e r e

° h

S r

h

9x
r u (n - |  Pk) I  C - P k )  -  n

* I  pk 3 ( r u )  v 3 ( r v ) + 2 3 Cu p k 2  r  3 ( o k ) '
3 x  9r 3 p  9 r

! l  All \ ^
*  P E r  *  V  s ?  + r S r ( 2 . 1 4 )

l a m i n a r  t h e r m a l  d i f f u s i v i t y  ( l e n g t h 2 / t i m e )  

t u r b u l e n t  P r a n d t l  n u m b e r

n e t  r a d i a t i o n  h e a t  i n p u t  ( e n e r g y / t i m e - v o l u m e )  

t o t a l  s t a t i c  s p e c i f i c  e n t h a l p y  ( e n e r g y / m a s s )

1 0
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2 . 1 . 8  l i q u a t i o n  o f  S t a t e

I f  we a s s u m e  t h a t  h d o e s  n o t  v a r y  v i o l e n t l y ,  we c a n  

u s e  t h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e  t o  a p p r o x i m a t e  e q u i l i b r i u m  c h e m i s t r y  

b y  d e f i n i n g

a  = 1 , 2

T h e n

T = j  ( T ( 1 )  + T ^ 2 ) )

. ( 2 . 1 5 a )

( 2 . 1 5 b )

( 2 . 1 6 a )

( 2 . 1 6 b )

C o m b i n i n g  E q .  ( 2 . 1 6 b )  w i t h  ( 2 . 3 a )  g i v e s

p = — ( 2 . 1 7 a )
■ r  ♦ |  k

P = pP ( 2 . 1 7 b )

w h i c h  a r e  d e t e r m i n a t e  s i n c e  I I ( x )  i s  k n o w n  f r o m  f r e e - s t r e a m  

c o n d i t i o n s  a n d  k  f r o m  E q .  ( 2 . 1 2 ) .

1 1
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2 . 1 . 9  I n i t i a l  C o n d i t i o n s

T h e  t e r m i n o l o g y  " i n i t i a l  c o n d i t i o n s "  i s  u s u a l l y  u s e d  

i n  r e g a r d  t o  t e m p o r a l l y - d e p e n d e n t  q u a n t i t i e s  w i t h  " b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s "  b e i n g  u s e d  t o  d e n o t e  s p a t i a l l y - d e p e n d e n t  q u a n t i t i e s .  

B e c a u s e  a  j e t  m o v e s  i n  s u c h  a  w a y  t h a t  t h e  s t r e a m w i s e  c o ­

o r d i n a t e  i s  " t i m e " - l i k e ,  we w i l l  r e f e r  t o  t h e  c o n d i t i o n s  a t

x  = x  , t h e  j e t  o r i g i n ,  a s  b e i n g  t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  
0

( I . C . ' s )  a n d  u s e  " b o u n d a r y  c o n d i t i o n s "  ( B . C . ' s )  t o  d e n o t e  o n l y  

t h e  c o n d i t i o n s  a t  t h e  e x t r e m e s  ( c e n t e r l i n e  a n d  f r e e - s t r e a m )  

o f  t h e  c r o s s - s t r e a m  c o o r d i n a t e .

T h e  I . C . ' s  f o r  a l l  o f  t h e  q u a n t i t i e s  f o r m a l l y  a s s u m e  

t h e  s a m e  f o r m ,  i . e . ,

< | ) ( r , x  ) = <f> ( r )  f o r  0 < r  < R ( 2 . 1 8 )
0 0 —  —  0

w h e r e  <t>, <p r e p r e s e n t s  a n y  o f  t h e  f o u r t e e n  v a r i a b l e s  a n d  
0

R = r a d i u s  o f  j e t  a t  x  = x  ( l e n g t h ) .
0 0

2 . 1 . 1 0  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s

T h e  B . C . ' s  f o r  t h e  j e t  a r e  n e a r l y  a l l  i d e n t i c a l  b u t  o f  

m i x e d  t y p e .  T h a t  i s  t o  s a y  t h a t  a t  t h e  c e n t e r l i n e  ( r  = 0 ) ,  

we h a v e

( 0 , x )  = 0  f o r  x  > x^ ( 2 . 1 9 )

w h e r e  <f> r e p r e s e n t s  a l l  o f  t h e  v a r i a b l e s  e x c e p t  f o r  v  w h i c h  

c a n  b e  s h o w n  t o  b e

v ( 0 , x )  = 0 f o r  x  > x  ( 2 . 2 0 )
— 0

12
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A t  t h e  e d g e  o f  t h e  j e t ,  we h a v e  

(K r 00> x )  = ^ ( x )

x  >_ x  ( 2 . 2 1 a )

v C r ^ . x )  = 0

s i n c e  a  c r o s s - w i n d  i s  n o t  p e r m i t t e d .  A g a i n  <J> d e n o t e s  a l l  

v a r i a b l e s  e x c e p t  v  a n d  r ^  i s  t h e  l a t e r a l  e x t e n t  o f  t h e  j e t .

1 3
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2.2 T i l l - ■ CONSERVATI ON EQUATIONS I N Till ;  m - z  COORDINATE S Y S T EM

I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  c o n v e r t  o u r  e q u a t i o n s  f r o m  an  

r - 'x  c o o r d i n a t e  s y s t e m  t o  a n  w - z  c o o r d i n a t e  s y s t e m  w h e r e

w 00 Z = X ( 2 . 2 2 )

T h e  s t r e a m  f u n c t i o n ,  ip, i s  d e f i n e d  i n  t h e  t r a d i t i o n a l  

m a n n e r  a s

i i
8r

p u r , 2 !
3 x - p v r ( 2 . 2 3 )

s o  t h a t

i K r  , x ) / p u r d r  i f  ^ ( 0 , x )  = 0 ( 2 . 2 4 )

a n d

r „ ( x )

^ ( x )  = f  p u r d r  ( 2 . 2 5 )

*0

T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  a c h i e v e s  t w o  t h i n g s ;  i t  e l i m i n a t e s  

v  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  ( a l b e i t  i n t r o d u c i n g  \pm ) , a n d  i t  p e r m i t s  

t h e  j e t  t o  b e  z o n e d  i n  a  c o n s i s t e n t  m a n n e r  o v e r  i t s  e n t i r e  

l e n g t h .  ■

€>

1 4
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2 . 2 . 1  T h e  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s

C o n s e r v a t i o n  o f  M e a n  A x i a l  Moment um

8u 
8 z L ( d l n M

8u + 8 [ / „  . V k * ) p u r 2 8u
l  v.  d z  )\ 8oo 8oo

i}>2T oo
8w

1 _  dn
p u  d z

( 2 . 2 6 )

C o n s e r v a t i o n  o f  M e a n  T u r b u l e n t  K i n e t i c  E n e r g y  

/  d l n ^I 1 c8k
8 z

oo
r a r r - j

8k , 8
8to 8oo

/ C p k '

K  + - E 5 -
\ p u r 2 8k

/  fp 2
* Ort

2 8 I A u r 2 3 ( p k ) 2 C ^ k 2 r 2u
8 p 8 ( p k )

3 8oo
K

8(0 3
£ 0  lb2L p r co

8(0 8oo

2 8 1 n p / d l n ^ ^ 8 1 n p  v ■
3 8 z VAJ

\ d z  / 8(0

C p 2u r 2
P

e < p 2
( W ( 2 . 2 7 )

C o n s e r v a t i o n  o f  Me an  T u r b u l e n t  E n e r g y  D i s s i p a t i o n  R a t e

8 c  
8 z

J d l n M ' 8e . 8 \ L  .  V k ‘ ^ u r 2 8e f P ^ u r 2
9p

8(0 p 8(0 U  *  e a e J * *  HY OO i--
-- C/
J

-e
- 

8 
m 8oo

8 e
8 to

8 1 n p  / d l n ^ \  8 1 n p _ / ^ 2 \ g. 2 +
r c ^ ^ p ^ t i r 2 , 3 u w

8 z w \ 8 z / 8oo £ \ l i k ) e ipZ W
T OO J

( 2 . 2 8 )

C o n s e r v a t i o n  o f  Me an  S p e c i e s  M a s s

8 f
1 2

8 z

( 2 . 2 9 )

1 5
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( 2 . 3 0 )

C o n s e r v a t i o n  o f  M e a n  S q u a r e  T u r b u l e n t  F l u c t u a t i o n s  i n  f  
_________________________________________________________________  - • _____________________12

( 2 . 3 1 )

C o n s e r v a t i o n  o f  E n e r g y

9h u / d l n M 9h + 3 + C y pk \ P u r 2 9h
9z “ l  d z  j ] 9d) 9 co l  *  £ a h 'L T 00

3co

( ' l l *  - ! (0

9 p 3 uj

M ^ p u r '

ip2

C u r 2 ~ i  a 
y___ _ 9 ( p k )

e r p z a
3 (o

9 1 n p  
9 to

( W  *(
S
_r

pu ( 2 . 3 2 )

T h e  e q u a t i o n  o, f  s t a t e  r e l a t i o n s h i p s  a r e  u n c h a n g e d  f r o m  

t h o s e - o f  E q s .  ( 2 . 1 5 )  - ( 2 . 1 7 ) .  H o w e v e r ,  we now h a v e  t w o  

a d d i t i o n a l  r e l a t i o n s h i p s  g i v e n  b y

r  ( w ,  z)  = 2 tpoo( z )

W i T / 0 *

f  a n d  .

Jo PUJ
( 2 . 3 3 )

-  ,  , 1 / 2  
d z  “  r j p u t i z ) ( 2 . 3 4 )

w h e r e  y = y .  + y .
Xi X-

1 6
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2 . 2 . 2  T h e  B o u n d a r y  a n d  I n i t i a l  C o n d i t i o n s  

T h e  I . C . ' s  b e c o m e

4 > 0 , z  ) = 4> (u)) 0 < a) < 1  ( 2 . 3 5 )
. 0 0

w h e r e  <p, tj> r e p r e s e n t  a n y  o f  t h e  v a r i a b l e s  e x c e p t  t h a t  
0

R o

’PooC Z q ) = J  p ( r > z 0 ) u ( r , 2 Q) r d r  ( 2 . 3 6 )

0

T h e  B . C . ' s  a t  t h e  e d g e  o f  t h e  j e t  b e c o m e

<J>( l , z )  = ^ ( z )  z 1  Z Q . ( 2 . 3 7 )

T h e  B . C . ' s  a t  t h e  c e n t e r l i n e  ( r , u )  = 0)  a r e  s o m e w h a t  

d i f f e r e n t  i n  t h a t  i t  i s  m o r e  c o n v e n i e n t  t o  u s e  d e r i v e d  c o n d i ­

t i o n s  w h i c h  i n c o r p o r a t e  E q .  ( 2 . 1 9 ) .  T h e y  b e c o m e :

3 u
8 z

8 _  
8 w

' C p k 2
* - y —

\ p u r 2 8u

/  i p2 3a)• (Y>

i _  dn
p u  3"z

( 2 . 3 8 a )

8k 
8 z

8 _
8w

’ 5 jj, C p k : 
U
£ 0 ,

p u r 2 8k
2 8 CO

4>'• r

+ I 91np + 3_ / ul PUT* 3 1 n p \
• 8 z ' 8 u> \ ,2  8 to /

* *

k - - ( 2 . 3 8 b )

8 e  _  _8_
8 z  ̂ 8oo + e a

C P k 2 \ 2 r.y \ u r  8e
8 to H11̂ )  e -(rf) e* t2-38c)

8 f
1 2

8 Z
8__
8co

/  o  C k 2 \
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3w
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e o f  ,' p~ on

3u)
-

\ p u k

c h e m

1 2

( 2 . 3 8 f )

( 2 . 3 8 g )

3 h
3 z

3 _ [/» * V p i p u r 2 3h 2 I k  + v 3 1 n p
3oj l  * £ ° h  1 ip2T oo

3a) 3 3 z 3 z
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S
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3o)
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cfz u PU ( 2 . 3 8 h )

2 . 2 . 3  N o n d i m e n s i o n a l i z a t i o n

We s h a l l  n o t  r e p r o d u c e  t h e  e q u a t i o n s  h e r e  i n  n o n -  

d i m e n s i o n a l  f o r m  s i n c e  t h e y  a r e  v i r t u a l l y  a r e s t a t e m e n t  o f  

t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  i n  d i f f e r e n t  n o t a t i o n .  T h e  p a r a m e t e r s  

w e r e  n o n - d i m e n s i o n a l i z e d  b y  d e f i n i n g :

R

ip  =r  oo
p V R 

0 0 0

u
V ’ 

0
k = K

V 2
0 0

r  =
r
R

0

h = i L_  7
e p  R 2 

0 0 11
d.

11
h ’ e 

0 do V 2 ’ dj

P v 2
0 0

l S

i 0 r  P V h 
o o o

R e .  p V R
Re = — R = .- g- J — a.

1  R 2 e ° M A o
e o
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whore

R = r a d i u s  o f  j e t  s t r e a m  a t  z 
o

V = c e n t e r l i n e  v e l o c i t y  o f  j e  
o

p = d e n s i t y  o f  t h e  j e t  s t r e a m  
o

y .  = d y n a m i c  v i s c o s i t y  o f  t h e
Jo o

a t  z
o

h = t o t a l  s t a g n a t i o n  e n t h a l p y  
o

s t r e a m  a t  z
o

a t  r e s t  a t  z
o

e t  s t r e a m  a t  r e s t

o f  j e t  s t r e a m  a t  z
0
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2 . 3  F I N  IT1 !  DI FFl iRl ' NCl i  FORM

T h e  c o m p l e t e  s e t  o f  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  w i l l  a p p e a r  

i n  t h e  t o p i c a l  r e p o r t  p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d  s o  w e  s h a l l  o n l y  

i n d i c a t e  h e r e  t h e  d i f f e r e n c e  m e t h o d s  u s e d .

O u r  g e n e r a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  t a k e s  t h e  f o r m

+ c<t> + d<}>2 + e  ( 2 . 3 9 )

w h e r e

9 tj) 9<f> Ass a  — X- + 9 _
b  ^9 z *  9ca 9oj D 9 to

a , b ,  c ,  d , a n d  e a r e  c o e f f i c i e n t s  w h i c h  a r e  f u n c t i o n s

o f  a l l  o f  t h e  p a r a m e t e r s  o f  t h e  p r o b l e m  ( a l l  o f  t h e  4>’ s ) .

, n  
^ i .  •

d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  4> ( w^, zn + - )̂ by <}>£

L e t  u s  d e n o t e  <j)(a)^ , ' z n ) ■ b y We c a n  d e n o t e  t w o  

a n d  <p ■ „  w h e r e  

t h e  f o r m e r  i s .  t h e  u n k n o w n  v a l u e  * to  b e  d e t e r m i n e d  a n d  t h e  l a t t e r  

i s  t h e  b e s t  g u e s s  t o  t h e  u n k n o w n  ( u s u a l l y  t h e  r e s u l t  o f  a 

p r e v i o u s  i t e r a t i o n ) .  L e t  u s  a l s o  d e f i n e  a ,  3 s u c h  t h a t  t h e y  

a r e  c o n s t a n t s  w i t h  1 / 2  £ ( a ,  8) _< 1 a n d  a  m a y  o r  m a y  n o t  

e q u a l '  8 .  T h e n  w.e g e t  t h a t :  \

, n + l
d ±  = h ____
9 z

, n
♦i

9 (j> 
9 go

Az

8 a f 1 + ( l - 0 ) a j a  ----------- i l l )  + ( ! - a )  (
W + l  u i - i /  '

( 2 . 4 0 a )

C i  -  C i
( j j . .1+1 “ i - r

9
9w

b M
dti)

tn + l

+ b i + 1 )  + a - 6 ) C b " +1  *  b " )

n + 1-

( 2 . 4 0 b )

> .  U - B H b ?  *  b " _ p
n

, , n  + l
a ( 4 > i

- O ]  
- j

- j e t b f 1  ♦
u n + 1  -> 
b i - i }

• ( 1  - a )  ( < p J}  -
? i - l

7 oj . -  uT- i ) ( a ) . Zi ~  7 7 ̂ 1 l - l '  1 + 1 1 - 1 '

( 2 . 4 0 c )
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Cep = 3C"+1 + ( 1 - 3 ) C? a<l>^+ 1  + ( l - a ) < J > a ( 2 . 4 0 d )

d<f>,2 = 3 d a + 1  + ( l - 3 ) d ?

+ ( l - a ) ( ^ )

a  ( 2 <j>n + i  <j>n + 1  - (<pn + bI Y i , 0  y i  i , 0

( 2 . 4 0 e )

e = 3ea+1 + (1-30 ( 2 . 4 0 f )

When t h e  f o r m s  o f  E q s .  ( 2 . 4 0 )  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  

e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  we c a n  c o l l e c t  t e r m s  a s  c o e f f i c i e n t s  o f  

^ i - 1 ’ ^ i  + l  anc* t ^ e o t ^ e r  l e r m s  i n d e p e n d e n t  o f

t h o s e  t h r e e  q u a n t i t i e s  ( n o t e  t h a t  a I) + ^ ,  b ^ + ^ ,  c ^ + ^ ,  d 1? * ^ ,
n+1 A+l J • 0 0and e. are a l l  evaluated using <p. n i f  .it is  needed).
J  1  »u

T h u s ,  we h a v e  a  r e s u l t i n g  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  o f  t h e

f o r m

+
B ^  + 1 + C<f>n + T = D 

l - l ( 2 . 4 1 )

w h i c h  i s  t h e  c l a s s i c a l  t r i d i a g o n a l  f o r m  w h i c h  c a n  b e  e a s i l y -  

s o l v e d  b y  s t a n d a r d  m e t h o d s .

2 1



R - 2436

I I I .  EQUATION OI; S T A T E  *

R e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  t h e r m o d y n a m i c  q u a n t i t i e s  a r e  

r e q u i r e d  i f  ' t h e  f l a m e  e q u a t i o n s  a r e  t o  b e  s o l v e d .  I n  

g e n e r a l ,  t w o  s u c h  r e l a t i o n s h i p s  a r e  r e q u i r e d :  T h e  " t h e r m a l

a n d  c a l o r i c  e q u a t i o n s  o f  s t a t e "  w h i c h  r e l a t e  t h e  t e m p e r a t u r e ,  

v o l u m e ,  e n t h a l p y  a n d  p r e s s u r e  o f  s y s t e m s  w h i c h  a r e  a l s o '  

c h a n g i n g  i n  c o m p o s i t i o n .

T h e  " t h e r m a l "  e q u a t i o n  o f  s t a t e  r e q u i r e m e n t  i s  r e a d i l y  

s a t i s f i e d  w i t h  a n  i d e a l  g a s  f o r m u l a t i o n  b a s e d  u p o n  c h e m i c a l  

e q u i l i b r i u m .

P r o v i s i o n  o f  a  " c a l o r i c "  e q u a t i o n  o f  s t a t e  r e l a t i o n ­

s h i p  r e q u i r e s ,  a s  a n  i n i t i a l  s t e p ,  t h a t  n u m e r i c a l  f i t s  b e .  

c r e a t e d  f o r  t h e  h e a t  c a p a c i t y ,  e n t h a l p y ,  a n d  e n t r o p y  f o r  e a c h  

o f  t h e  s p e c i e s  d e e m e d  p r e s e n t  a t  c h e m i c a l  e q u i l i b r i u m .  I n  

m o s t  c a s e s ,  t h e s e  n u m e r i c a l  f i t s  w e r e  a l r e a d y  i n  e x i s t e n c e  

a t ,  S y s t e m s ,  S c i e n c e  a n d  S o f t w a r e .  ( T h e y  a r e  b a s e d  on  J A N N A F  

t h e r m o c h e m i c a l  d a t a . )  A d d i t i o n a l  n u m e r i c a l  f i t s  w e r e  e s t a b ­

l i s h e d  a s  n e e d e d  a n d  a l l  f i t s  w e r e  c h e c k e d  f o r  a c c u r a c y  o v e r  

t h e  d o m a i n  o f  i n t e r e s t .  T h e s e  d a t a  w i l l  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  

w r i t e - u p  o f  t h e  c o m p u t e r  c o d e  t o  b e  p u b l i s h e d  a s  p a r t  o f  t h e  

c o n t r a c t u a l  w o r k .

T h e  FCHEM c o m p u t e r  s u b r o u t i n e  w a s  n e x t  e s t a b l i s h e d .  ' 

T h i s  r o u t i n e  a s s u m e s  t h a t  t h e  f l a m e  s y s t e m  i s  a t  a p p r o x i m a t e l y  

o n e  a t m o s p h e r e ' '  p r e s s u r e  a n d  r e q u i r e s ’ a s  i n p u t  t h e  t o t a l ,  

e n t h a l p y  o f  t h e  s y s t e m  a n d  t h e  m a s s  f r a c t i o n s  o f  f u e l ,  

o x i d a n t ,  d i l u e n t ,  a n d  p r o d u c t s .  T h e s e  m a s s  f r a c t i o n s  a r e  

b r o k e n  down i n t o  t h e  e l e m e n t a l  q u a n t i t i e s ,  i n  m o l e s  p e r  g r a m  

o f  m i x t u r e  a n d ,  f r o m  t h e s e ,  a  s e t  o f  c h e m i c a l  e q u i l i b r i u m  

s p e c i e s  i s  a s s e m b l e d ,  a t  t h e  s p e c i f i e d  e n t h a l p y .  T h e s e  

c o n c e n t r a t i o n s  a r e  t h e n  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  a d i a b a t i c  

f l a m e  t e m p e r a t u r e  - a n d  t h e  PV - p r o d u c t .  ( T h e  l a t t e r  q u a n t i t y  

i s  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f l a m e  t e m p e r a t u r e  a n d  t h e  i d e a l  g a s  

l a w . )

i
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C a l c u l a t i o n s  a r e  g r e a t l y  s i m p l i f i e d  b y  t h e  f a c t  t h a t , ,  

a t  e q u i l i b r i u m ,  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  f u e l  i s  n e g l i g i b l e  i f  

o x i d a n t  i s  i n  e x c e s s ,  o r  v i c e  v e r s a .  ( T h e  m a s s  f r a c t i o n  o f  

f u e l  w h i c h  m a y  b e  c o n v e r t e d  t o  s o o t  i s  g e n e r a l l y  on  t h e  

o r d e r  o f  m i l l i g r a m s  p e r  g r a m  o f  f u e l ,  a n d  c a n  b e  n e g l e c t e d  

h e r e . )  F u r t h e r ,  a t  o r d i n a r y  d i f f u s i o n  f l a m e  t e m p e r a t u r e s ,  

c e r t a i n  d i s s o c i a t i o n  r e a c t i o n s ' ,  e . g . ,

H2:0  i  h + oh

c a n  b e  n e g l e c t e d .  T h e  o n l y  c h e m i c a l  e q u i l i b r i u m  w h i c h  m u s t  

b e  i n c l u d e d  i s  t h e  w a t e r  g a s  r e a c t i o n :  ,

c .o2 + h 2 5  h 2 o + CO.

E v e n  t h i s  e q u i l i b r i u m  m a y  b e  n e g l e c t e d  i n  l e a n  f l a m e s .

E l e m e n t a l  c o m p o s i t i o n  i s  d e t e r m i n e d  b y  a s s u m i n g ,  c h a t  

c o m b u s t i o n  p r o d u c t s  do n o t  s e p a r a t e  ( i . e . ,  t h e y  t r a v e l  d o w n ­

s t r e a m  t o g e t h e r )  . T h e  f o r m u l a  o f  t h e  f u e l  t h u s  g . i v e s  t h e  

r a t i o  o f  CC^ t o

F r o m  t h e  e l e m e n t a l  c o m p o s i t i o n  a n d  s t o i c h i o m e t r y ,  

a n  i n i t i a l  e s t i m a t e  i s  m a d e  o f  t h e  p o s i t i o n  o f  e q u i l i b r i u m . .  

S i n c e  t h e r e  i s  n o  c h a n g e  i n  t h e  n u m b e r  o f  m o l e s  o f  g a s  i n  

t h e  w a t e r  g a s  r e a c t i o n ,  t h e r e  i s  n o  d e p e n d e n c e  o f  t h e  p o s i t i o n  

o f  e q u i l i b r i u m  o n  t h e  s y s t e m  p r e s s u r e  a n d  i t  i s  n o t  r e q u i r e d  

a s  i n p u t  t o  f i n d  t h e  p o s i t i o n  o f  e q u i l i b r i u m .  ' U s i n g  " E "  

a n d  " S "  t o  d e n o t e  f i n a l  e q u i l i b r i u m  a n d  s t a r t i n g  e s t i m a t e s ,  

t h e  l a w  o f  m a s s  a c t i o n  g i v e s :

[ EH2 o l  t E CO^ . f S H 2 0 + 6 ^ S C 0 + 6 ^

KEQ = , IEC 0 2 J I E H 2 J “ ■ ■ [SC0 2 . 4 j t S H 2 - 6 ]  <3 - :

w h e r e  t h e  s q u a r e ,  b r a c k e t s  d e n o t e  c o n c e n t r a t i o n s  i n  m o l e s  p e r  

g r a m  o f  m i x t u r e ;  K^ q i s  t h e  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t  f o r  t h e ,  

w a t e r - g a s  r e a c t i o n ,  a n d  i s  a  f u n c t i o n  o f  t e m p e r a t u r e ,  a n d  6
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i s  t h e  c h a n g e  i n  c o n c e n t r a t i o n  f r o m  t h e  s t a r t i n g  e s t i m a t e  

t o  t h e  f i n a l  e q u i l i b r i u m  v a l u e .  T h i s  e q u a t i o n  i s  a  q u a d r a t i c  

i n  6 w h i c h  c a n  t h u s  b e  r e a d i l y  c o m p u t e d  w i t h o u t  i t e r a t i o n .

A s  b o t h  t h e  e n t h a l p y  a n d  t h e  e q u i l i b r i u m  c o n s t a n t  

a r e  n o n - t r i v i a l  f u n c t i o n s  o f .  t e m p e r a t u r e ,  i t  i s  n e c e s s a r y  

t o  i t e r a t e  f o r  s e l f - c o n s i s t e n c y  b e t w e e n  e n t h a l p y ,  T ,  a n d  

t h e  e q u i l i b r i u m  p o s i t i o n .  S u c c e s s i v e  e s t i m a t e s  o f  T a r e  

d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  e q u i l i b r i u m  m i x t u r e  h e a t  c a p a c i t y  a t  t h e  

p r e v i o u s l y  e s t i m a t e d  T :

T ,  = T r ,  + [ h .  - h ,  J / [ C d (T ) ]  • ( 3 . 2 )
( n + 1 )  ( n )  1 i n p u t  ( n ) J 1 P v n ' J v J

w h e r e  t h e  s u b s c r i p t  i n  p a r e n t h e s e s  d e n o t e s  i t e r a t i o n  s t a g e .

T h r e e  i t e r a t i o n s  o r d i n a r i l y  s u f f i c e  t o  r e a c h  a  s e l f - c o n s i s t e n t  

s o l u t i o n .
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I V .  THE SOOT MODEL

T h e  p r e s e n c e  o f  s o o t  i n  f l a m e s  d e p e n d s  p r i m a r i l y  

u p o n  t h e  t y p e  o f  f u e l  i n v o l v e d  a n d  t h e  a m o u n t  a n d  r a t e  o f  

m i x i n g  o f  f u e l  a n d  o x i d a n t .

C e r t a i n  f l a m e s  a r e  a u t o m a t i c a l l y  s o o t  f r e e  b e c a u s e  

t h e  f u e l  c o n t a i n s  n o  c a r b o n .  I n  a d d i t i o n ,  m a n y  h y d r o c a r b o n  

o r  c a r b o n  b a s e d  f u e l s  ( e . g . ,  LNG a n d  m e t h a n o l )  a l s o  c a n  

g i v e  s o o t  f r e e  f l a m e s  w h e n  t h e  f u e l - o x i d a n t  r a t i o s  a r e  

w i t h i n  c e r t a i n  c o n c e n t r a t i o n  d o m a i n s  t h r o u g h o u t  t h e  f l a m e .

O t h e r  c a r b o n  b a s e d  f l a m e s  ( e . g . ,  a c e t y l e n e )  a r e  c o m m o n l y  

s m o k y  o r  s o o t y .

E v e n  w h e n  a f l a m e  i s  c h a r a c t e r i z e d  a s  s o o t y ,  r e l a t i v e l y  

s m a l l  a m o u n t s  o f  c a r b o n  a r e  i n v o l v e d .  F o r  e x a m p l e ,  a  v e r y  

s m o k y  f l a m e  p r o d u c e d  f r o m  j e t  e n g i n e  f u e l  ( e . g . ,  J P Y )  m a y  

i n v o l v e  a m a s s  r a t i o  o f  s o l i d  c a r b o n  t o  f u e l  o f  a p p r o x i m a t e l y

0 . 5  p e r c e n t .  ( T h e  u s u a l  s o o t  t o  f u e l  m a s s  r a t i o  i s  a f a c t o r  

o f  f i f t y  s m a l l e r . )  T h u s ,  o n l y  n e g l i g i b l e  c h a n g e s  i n  t h e  

c o m b u s t i o n  h e a t  r e l e a s e  a n d  g a s  e q u a t i o n  o f  s t a t e  w i l l  

r e s u l t ,  a l t h o u g h  s u b s t a n t i a l  c h a n g e s  m a y  o c c u r  i n  t h e  a b s o r p t i o n  

a n d  s c a t t e r i n g  o f  v i s i b l e  l i g h t  a n d  i n f r a r e d  r a d i a t i o n .

T h e  a m o u n t  o f  s o o t  p r e s e n t  i n  f l a m e s  m u s t  r e s u l t  f r o m  

t h e  b a l a n c i n g  o f  t w o  f a c t o r s :  T h e  r a t e s  o f  s o o t  p a r t i c l e

f o r m a t i o n  a n d  g r o w t h ,  a n d  t h e  r a t e  o f  o x i d a t i o n  o f  s o o t .

R e l e v a n t  d a t a  a b o u t  t h e s e  f a c t o r s  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m

1 )  s t u d i e s  o n  l a b o r a t o r y  f l a m e s  a n d  s i m i l a r  c o m b u s t i o n  p r o ­

c e s s e s ,  a n d  2 )  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  d e t a i l s  o f  t h e  c h e m i c a l  

k i n e t i c s  f o r  t h e  p r o c e s s e s  w h i c h  a r e  b e l i e v e d  t o  b e  i n v o l v e d .

C u r r e n t  k n o w l e d g e  o f  t h e  d e t a i l e d  c h e m i c a l  p r o c e s s e s  

w h i c h  l e a d  t o  t h e  f o r m a t i o n  o f  s o o t  i s  v e r y  i n c o m p l e t e .  

Q u a l i t a t i v e  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e s e  p r o c e s s e s  c a n  p r o v i d e
%

g u i d a n c e  i n  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  a  m a t h e m a t i c a l  m o d e l .  E s t i m a t e s  

o f  t h e  p a r a m e t e r s  c a n  t h e n  b e  g a i n e d  f r o m  e x p e r i m e n t a l  s t u d i e s .
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L e e ,  T h r i n g ,  a n d  B e e r 1 1 a n d  T h r i n g ,  B e e r ,  a n d  

F o s t e r ^  ^ h a v e  d e t e r m i n e d  t h a t  s o o t  p a r t i c l e s  c a n  b e  f o r m e d  

i n i t i a l l y  i n  l e s s  t h a n  a  m i l l i s e c o n d ,  much l e s s  t h a n  t h e  

r e s i d e n c e  t i m e  o f  s o o t  i n  a  l a r g e  f l a m e .  ( T h e y  s h o w  t h a t  

t h e  t o t a l  s o o t  c o n c e n t r a t i o n  a p p e a r s  u n a f f e c t e d  b y  s u b s t a n t i a l  

v a r i a t i o n s  i n  r e s i d e n c e  t i m e ,  p r e h e a t i n g  o f  c o m b u s t i o n  a i r ,  

o r  v a r i a t i o n s  i n  t h e  f u e l - o x i d a n t  m i x i n g  r a t e  0  T h i s  s u g g e s t s  

t h a t  t h e  i n i t i a l  p r e c i p i t a t i o n  o f  s o o t  p a r t i c l e s  i s  t h e  

d o m i n a n t  p r o c e s s ,  r a t h e r  t h a n  t h e i r  s u b s e q u e n t  g r o w t h  i n  

f u e l - r i c h  r e g i o n s  o f  t h e  f l a m e .

[ 5 1

T h e  e x p e r i m e n t a l  s t u d y  o f  R e f .  7 c o n f i r m s  t h e

a p p e a r a n c e  o f  s o o t  w i t h i n  o n e  m i l l i s e c o n d  o f  t h e  i n i t i a l

c o m b u s i ' o n  r e a c t i o n s  w i t h  b o t h  u n s a t u r a t e d  a n d  s a t u r a t e d

h y d r o c a r b o n  f u e l s .  R e f e r e n c e s  8 a n d  9 a l s o  p r e s e n t  d a t a

w h i c h  s u p p o r t  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  t h e  p a r t i c l e  d i s t r i b u t i o n
*

m  f l a m e s  i s  h a r d l y  i n f l u e n c e d  b y  s c a l e  e f f e c t s  a n d  t h e  

r e s i d e n c e . t i m e  i n  t h e  f l a m e .

P o r t e r ,  i n  h i s  t h e o r i z a t i o n  a b o u t  c a r b o n  b l a c k

f o r m a t i o n  i n  f l a m e s ,  s u g g e s t s  t h a t  i s  t h e .  l a s t  c h e m i c a l

s t a g e  b e f o r e  c a r b o n  f o r m a t i o n .  E x p e r i m e n t a l  w o r k  c o n f i r m s  • 

t h i s ,  s h o w i n g  t h a t  t h e  c a r b o n  b l a c k  c o n c e n t r a t i o n  c u r v e  b e ­

g i n s  t o  r i s e  m a r k e d l y  whe n  t h e  c o n c e n t r a t i o n  d e c r e a s e s ;

r a t h e r  t h a n  a t  t h e  e a r l i e r  ( u p s t r e a m )  p o s i t i o n s  a t  w h i c h  

C 2 1̂2 ,a n d  d i s a p p e a r  i n  a  n a t u r a l  g a s  f l a m e  ( R e f .  8 j .

H e i n [ 11 ] h a s  r e c e n t l y  d o n e  an  e x t e n s i v e  s t u d y  o f  f u e l

o i l  a n d  p r o p a n e  f l a m e s  w i t h  v a r y i n g  a m o u n t s  o f  p r e m i x i n g . o f  

f u e l  a n d  o x i d a n t .  T h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  m a s s  o f  s o o t  f o r m e d  

i s  f i r s t  o r d e r  i n  t i m e  a n d  p e r  m a s s  o f  h y d r o c a r b o n  a v a i l a b l e

H o
T h e y  f i n d  a  mga n  p a r t i c l e  s i z e  o f  2 3 0  A w i t h  a  s i z e  r a n g e  
o f  1 0 0  - 4 0 0  A .  T h e s e  v a l u e s  f o r  8 m e . t e r  ( a b o u t  2 6  1 / 4  f e e t )  
f l a m e s  a r e  q u i t e  c l o s e  t o  t h o s e  f o u n d  b y  T e e n e r  [ 1 2 ]  f o r  
s m a l l  f l a m e s  a n d  b y  M a r a v a l  [ 9 ]  f o r  f u e l  o i l  a n d  n a t u r a l  
g a s  d i f f u s i o n  f l a m e s .
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l e a d s  t o  an  e x p r e s s i o n  o f  t h e  f o r m :

-n / rt
[ h y d r o c a r b o n ]  A e ( 4 . 1 )

i n  w h i c h  [ h y d r o c a r b o n ]  i s  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  u n b u r n e d  

h y d r o c a r b o n s ,  E p  = 2 1 - 2 2  k c a l / g - m o l e  a n d  A = 1 0 8 . T h i s  

e x p r e s s i o n  f i t s  t h e  d a t a  w e l l  f o r  s o o t  p r o d u c t i o n  i n  s l i g h t l y  

p r e m i x e d ,  t u r b u l e n t  p r o p a n e  f l a m e s  a n d  h a s  b e e n  a d o p t e d  f o r  

u s e  i n  t h i s  s t u d y .

A t  t h e  t a i l  e n d  o f  t h e  f l a m e ,  m e a s u r e d  s o o t  b u r n o u t  

r a t e s  w e r e  s h o w n ^   ̂ t o  b e  c o m p a r a b l e  t o  t h o s e  o b s e r v e d  i n

l a m i n a r  l a b o r a t o r y  f l a m e  s t u d i e s .  T h e  s p e c i f i c  o x i d a t i o n  

r a t e  w a s  f o u n d  t o  b e  c o r r e l a t e d  b y :

( l ? )  = 1 - 085  x 1(3,1 Po  T ' 1 / 2  e - 3 9 3 0 ° / R T > (4

f o r  v a r i o u s  p a r t i a l  p r e s s u r e  o r  o x y g e n  ( 0 . 0 4  £  PQ £  0 . 1  a t m )  

a n d  t e m p e r a t u r e s  ( 1 3 0 0  £  T £  1 7 0 0  k ) . 2

R e f e r e n c e  1 2  a l s o  s u g g e s t s  a  f i r s t  o r d e r  d e p e n d e n c e  

o f  ( d m / d t )  on Pq , a n d  a n  a c t i v a t i o n  e n e r g y  c l o s e  t o  

4 0  k c a l / m o l e . 2
[ 1 3 ]

F e n i m o r e  a n d  J o n e s 1 J h a v e  a r g u e d  t h a t  s o o t  o x i d a t i o n  

i s  o n l y  w e a k l y  d e p e n d e n t  o n  o x y g e n  c o n c e n t r a t i o n .

R e f e r e n c e s  1 4  a n d  1 5  i n  c a r e f u l  r e v i e w s  o f  t h e s e  a n d  

o t h e r  s t u d i e s  s u g g e s t  t h a t  t h e  c o r r e l a t i o n  f o r m u l a  o f  R e f .  1 6  

p r o v i d e s  a  r e a s o n a b l e  e x p l a n a t i o n  f o r  a l l . p u b l i s h e d  s o o t  

o x i d a t i o n  d a t a .  We h a v e  a d o p t e d  t h i s  f o r m u l a t i o n  a n d  w i l l  

u s e  t h e  b e s t - f i t  p a r a m e t e r s  p r o v i d e d  b y  R e f .  1 5 .

T h e  e q u a t i o n  a d o p t e d  f o r  t h e  s p e c i f i c  s u r f a c e  s o o t  

o x i d a t i o n  r a t e  i s :

2 7



R - 2 4 3 6

w h e r e

a n d

(ar) ■ I2!(r^TrF-) 5 * kB P 0 2 f 1 - ^
( 4 . 3 )

K = { 1  + k T / ( k B P o 2 ) }
- i

A

k B

k 7

2 0  e - ] 5100/RT

4.46 x I Q ' 3 e - 7640/RT 

1.51 x i n ' 5 e -48800/RT

2 1 . 3  f 2060/RT
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V .  R A D I A T I ON TRANSPORT

5 . 1  CALCULATI ON OF D E S I R E D  R A DI A T I ON Q U A N T I T I E S

I n  t h e  e q u a t i o n  w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f

e n e r g y  i n  a  r e a c t i n g ,  r a d i a t i n g  f l o w ,  t h e  d i v e r g e n c e  o f  t h e

r a d i a t i v e  f l u x  a p p e a r s  e x p l i c i t l y  a n d  p h y s i c a l l y  r e p r e s e n t s

t h e  n e t  r a t e  o f  l o s s  ( o r  g a i n )  o f  r a d i a n t  e n e r g y  p e r  u n i t
r i 7i

o f  v o l u m e .  T h i s  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s 1 1

D ( r ) ( 5 . 1 )

w h e r e  t h e  s p e c t r a l  i n c i d e n t  r a d i a n t  e n e r g y  i s  d e f i n e d  a s

G ( r )v v J
l y  ( r , m , 4>)dvid<{> ( 5 . 2 )

T h e  f i r s t  t e r m  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  E q .  ( 5 . 1 )  r e p r e s e n t s  

e m i s s i o n  a n d  t h e  s e c o n d  t e r m  a c c o u n t s  f o r  a b s o r p t i o n  o f  r a d i ­

a n t  e n e r g y .  T h e  r a d i a t i o n  h e a t i n g  r a t e ,  IT, i s  d e f i n e d  a s

TT(r) = D ( r )  ( 5 . 3 )
JP

N o t e  t h a t  t h e  v o l u m e  e l e m e n t  t o  b e  h e a t e d  c a n  b e  a n y ­

w h e r e  ( i . e . ,  i n s i d e  o r  o u t s i d e  t h e  f l a m e ) .  To e v a l u a t e  t h e  

h e a t i n g  r a t e  o n e  n e e d s  t o  k n o w  t h e  a p p r o p r i a t e  l o c a l  p r o p e r ­

t i e s  a n d  t h e  r a d i a t i o n  f i e l d  a s  t h e s e  a p p e a r  i n  E q s .  ( 5 . 1 )  

t h r o u g h  ( 5 . 3 ) .

T h e  r a d i a n t  f i e l d  a s  w e l l  a s  t h e  m e d i u m  p r o p e r t i e s  

c a n  b e  o b t a i n e d  a s  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  5 . 3  a n d  5 . 4 .  I t  i s  

m e n t i o n e d  t h e r e  t h a t  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n  o f  r a d i a t i o n  

t r a n s p o r t  i s  a  f o r m i d a b l e  t a s k  a n d  t h a t  s o me  a p p r o x i m a t i o n s  

m u s t  b e  ma d e  t o  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  w i t h  a  r e a s o n a b l e  c o m p u t e r
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t i m e .  T h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  s h o u l d  b e  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  '  

u n c e r t a i n t i e s  i n  o t h e r  i n p u t  d a t a  a s  w e l l  a s  t h e  d e s i r e d  

a c c u r a c y  o f  t h e  s o l u t i o n .

I t  s h o u l d  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  a p p r o x i m a t i o n s  m a d e  t o  

e v a l u a t e  t h e  r a d i a n t  h e a t i n g  r a t e  i n s i d e  t h e  f i r e  s h o u l d  b e  

c o n s i s t e n t  w i t h  o t h e r  m o d e s  o f  h e a t  t r a n s f e r .  A t  l o c a t i o n s  

i n  t h e  f i r e  a t  w h i c h  r a d i a t i o n  i s  a n  i m p o r t a n t  mo d e  o f  h e a t ­

i n g ,  g r e a t e r  a c c u r a c y  i s  d e s i r e d  t h a n  f o r  t h o s e  l o c a t i o n s  a t  

w h i c h  t h e  r a d i a n t  h e a t i n g  f o r m s  o n l y  a  s m a l l  f r a c t i o n  o f  t h e  

t o t a l  h e a t i n g  r a t e .

T h e  k i n d  o f  a p p r o x i m a t i o n  t o  b e  m a d e  a n d  s o l u t i o n  

a p p r o a c h e s  t o  b e  t a k e n  t o  o b t a i n  t h e  r a d i a t i o n  q u a n t i t i e s  

d e p e n d s  o n  t h e  s p e c i f i c  p r o b l e m .  I n  o u r  p r o b l e m  f o r  e x a m p l e ,  

a  R o s s e l a n d  o r  d i f f u s i o n  a p p r o x i m a t i o n  f o r  r a d i a t i o n  t r a n s ­

p o r t  c o u l d  b e  m o r e  s u i t e d  i n s i d e  a n  o p t i c a l l y  t h i c k  f l a m e

l i k e  t h a t  o f  b e n z e n e  b u t  may  n o t  b e  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  f o r
*

a  m e t h a n o l  f l a m e  w h i c h  p r o d u c e s  l i t t l e  s o o t .  D i f f e r e n t  

a p p r o x i m a t i o n s  m a y  a l s o  b e  b e t t e r  s u i t e d  t o  d i f f e r e n t  r e g i o n s  

o f  t h e  p l u m e .
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5 . 2  EQUATION OF R A D I A T I ON  TRANSPORT

T h e  e q u a t i o n  r e l a t i n g  t h e  c h a n g e  i n  s p e c i f i c  i n t e n s i t y
f 1 8  1o f  r a d i a t i o n  a t  f r e q u e n c y  v  a l o n g  t h e  l i n e  o f  s i t e 1 1 i s  

g i v e n  b y

d l  ( s , 0 )
— —̂'1--------- = - 6 I  ( s , f i )  + k B ( T)

d s  • v  v v J v  v   ̂ J

f
,Q=4tt

I  ( s , f 2 ^ ) p  , 0 )  dQ' ( 5 . 4 )

w h e r e  a a n d  3 ( = k  + a  ) a r e  t h e  s p e c t r a l  s c a t t e r i n g  a n d

a t t e n u a t i o n  c o e f f i c i e n t s , ,  r e s p e c t i v e l y ,  and '  p ^  i s  t h e  

s c a t t e r i n g  o r  p h a s e  f u n c t i o n .  T h e  f i r s t  t e r m  on t h e  r i g h t  

h a n d  s i d ’e a c c o u n t s  f o r  t-he e x t i n c t i o n  ( a b s o r p t i o n  + s c a t t e r i n g )  

o f  r a d i a n t  e n e r g y .  T h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  t e r m s  r e p r e s e n t  t h e  

c o n t r i b u t i o n s  t o  t h e  i n t e n s i t y  b y  e m i s s i o n  a n d  s c a t t e r i n g  

f r o m  t h e  e l e m e n t a l  v o l u m e ,  I n  t h e  w r i t i n g  o f  E q .  ( 5 . 4 )

t h e  t e r m  ( l / c ) ( 9 I  / 9 t )  h a s  b e e n  n e g l e c t e d  b e c a u s e  t h e  v e l o c i t y
v r 19 1

o f  l i g h t  c i s  l a r g e  a n d  h e n c e  t h i s  t e r m  i s  n e g l i g i b l e 1 J

i n  c o m p a r i s o n  w i t h  o t h e r s .  -

.To s o l v e  f o r  t h e  i n t e n s i t y  o f  s p e c t r a l  r a d i a t i o n  

i n s i d e  o r  o u t s i d e  t h e  p l u m e ,  k n o w l e d g e  o f  k , .  3 y , B , p ,  a n d  

T a s  w e l l  a s  a n y  r a d i a t i o n  i n c i d e n t  on t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  

p l u m e  f r o m  . e x t e r n a l  s o u r c e s  i s  r e q u i r e d .  O n c e  t h e  t r a n s p o r t  

e q u a t i o n  i s  s o l v e d  f o r  t h e  s p e c t r a l  i n t e n s i t y  o f  r a d i a t i o n ,  

t h e  q u a n t i t y  o f  i n t e r e s t ,  t h e  d i v e r g e n c e  o f  t h e  f l u x  o r  t h e  

r a d i a t i o n  h e a t i n g  r a t e ,  c a n  b e  e a s i l y  d e t e r m i n e d  f r o m  E q s .  

( ■ 5 . 1 )  a n d  ( 5 . 3 ) ,  w h e r e  t h e  q u a n t i t y  i n s i d e  t h e  i n t e g r a l  y i e l d s  

t h e  s p e c t r a l  d i v e r g e n c e  a t  f r e q u e n c y  v .

I n  p r o b l e m ' s  s u c h  a s  t h i s ,  t h e r e  a r e  t w o  d i f f i c u l ­

t i e s  i n  o b t a i n i n g  I . F i r s t ,  t h e  s h a p e  o f  t h e  p l u m e ,  t h e  

l o c a l  p l u m e  p r e s s u r e ,  t h e  t e m p e r a t u r e ,  t h e  c o n c e n t i a t  i o n  o f  

s p e c i e s ,  a n d  t h e  s i z e  d i s t r i b u t i o n  o f  p a r t i c l e s  a s  w e l l  a s
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t h e i r  s p e c t r a l  p r o p e r t i e s  a r e  n o t  k n o w n  a c c u r a t e l y .  S e c o n d  

e v e n  i f  t h e s e  a r e  k n o w n ,  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  s o l v e  t h e  e q u a  

t i o n  o f  t r a n s p o r t ,  E q .  ( 5 , 4 ) ,  f o r  c o m p l e t e l y  a r b i t r a r y  

c o n d i t i o n s .
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5 . 3  FORMAL SOLU TION OF THE EQUATION OF TRANSPORT

F o r m a l  s o l u t i o n  o f  E q .  ( 5 . 4 )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  - 

I ( t ( s ) , f t )  " ' I b ( t b , f t )  e x p ( - ( T b - T ) )  +

t 17]

+ f  S e x ' * , f t )  e x p  ( - ( x ' - x ) ) d x

x

( 5 . 5 )

w h e r e  I b i s  t h e  i n t e n s i t y  o f  r a d i a t i o n  i n c i d e n t  a t  t h e  

b o u n d a r y ,  a s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 1 ,  a n d  t h e  o p t i c a l  t h i c k n e s s  x 

b e t w e e n  t w o  l o c a t i o n s  i s  g i v e n  b y  t h e  b a n d  m o d e l s  c h o s e n .  I n  

t h e  j u s t - o v e r l a p p i n g - l i n e  a p p r o x i m a t i o n ,  t h e  o p t i c a l  t h i c k ­

n e s s  b e t w e e n  t w o  l o c a t i o n s  s  a n d  s  i s  d e f i n e d  a s
1 2

( k + a ) d s ( 5 . 6 )

T h e  s o u r c e  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d  a s

s v ( t , s! )  -  ( i  - ^ bv w )  * j r 'V *- ft)

w h e r e

( 5 . 7 )

Hv
1
T tt /

r\ *
P v ( f i % ) l v ( f t ' ) d f t ( 5 . 8 )

T h e  r a t i o  o f  s c a t t e r i n g  c o e f f i c i e n t  a n d  e x t i n c t i o n  c o e f f i ­

c i e n t  i s  t e r m e d  a s  a l b e d o  a n d  s o m e t i m e s  d e n o t e d  b y  cj ( i . e . ,

a / $ ) . I t  i s  c a l l e d  t h e  a l b e d o  f o r  s i n g l e  s c a t t e r i n g  i n  t h erl 91 \m \
r a d i a t i v e  t r a n s f e r  l i t e r a t u r e ,  1 a n d  S c h u s t e r  n u m b e r L A / J

i n  t h e  R u s s i a n  E n g i n e e r i n g  l i t e r a t u r e .
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F i g u r e  5 . 1 .  S c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t o r c h  f i r e .

3 4
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A
I n  t h e  p r e c e d i n g  p a r a g r a p h  w e  h a v e  a s s u m e d  t h a t  t h e  

s o u r c e  f u n c t i o n  S ( t , 8 )  i s  k n o w n .  A s  a  m a t t e r  o f  f a c t  i t  

i s  n o t ,  a n d  E q s .  ( 5 . 5 )  a n d  ( 5 . 7 )  d o  n o t  p r o v i d e  p r a c t i c a l  

s o l u t i o n s  t o  t h e  e q u a t i o n  o f  t r a n s f e r .  I m p o r t a n t  a p p r o x i m a ­

t i o n s  u n d e r  w h i c h  s o l u t i o n s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  a r e  d i s c u s s e d  

b e l o w  b r i e f l y .

5 . 3 . 1  S c h u s t e r - S c h w a r z s c h i l d  A p p r o x i m a t i o n

F o r  i s o t r o p i c  s c a t t e r i n g  p ( 8 ' , 8 ) =  1 ,  t h e  e q u a t i o n  

o f  r a d i a t i v e  t r a n s f e r  c a n  b e  w r i t t e n  a s

d l  ( s , 8 )
— ^ --------- « - 3 I  ( s , 8 ) + k  B ( T )

d s  v '  v  J

+ 7 7  f  I v ( s , n ' ) d 8 '  ( 5 . 9 )
8 = 4 it

S c h u s t e r  a n d  S c h w a r t z s c h i l d ^  h a v e  d i v i d e d  t h e  

r a d i a t i o n  f i e l d  i n t o  t h e  f o r w a r d  8 = 0  t o  2 tt a n d  t h e  b a c k ­

w a r d  8 = 2 n  t o  4 tt s t r e a m  o f  m e a n  i n t e n s i t i e s  I + a n d  I " ,  

r e s p e c t i v e l y .  M a t h e m a t i c a l l y  t h e s e  a r e  t h e  a r i t h m e t i c  m e a n s  

o f  I ( x , 8 ) o v e r  t h e  r e s p e c t i v e  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  h e m i s p h e r e s  

T h e  m e a n  i n t e n s i t i e s  a r e  d e f i n e d  a s

-  h  / I ( 8 ' ) d 8 ‘

8=0->-2Tr

a n d

/
8 = 2 tt-»-4 7T

( 5 . 1 0 )

I 1
7 7 I ( 8 ' ) d 8 ( 5 . 1 1 )
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I n t e g r a t i o n  o f  E q .  ( 5 . 9 )  o v e r  t h e  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  h c m i -
r 1 7  I

s p h e r e s 1 y i e l d s  t w o  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w h i c h  c a n  b e  

s o l v e d .  A n u m b e r  o f  i n v e s t i g a t o r s “ 2 3 ]  h a v e  emp i o y e d  t h i s  

a p p r o x i m a t i o n  t o  p l a n e  p a r a l l e l  g e o m e t r i e s  w i t h  s o m e  s u c c e s s  

i n  r a d i a t i o n  t r a n s f e r  p r o b l e m s .

5 . 3 . 2  M i l n e - E d d i n g t o n  A p p r o x i m a t i o n

T h e  M i l n e - E d d i n g t o n  a p p r o x i m a t i o n  h a s  b e e n  u s e d  f o r  

t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  i n f i n i t e  s l a b  g e o m e t r y  i n  a  n u m b e r  o f  

p r o b l e m s .  T h i s  a p p r o x i m a t i o n  a g a i n  a s s u m e s  t h a t  s c a t t e r i n g  

f u n c t i o n  i s  i s o t r o p i c ,  i . e . ,  p ( f t ' , f t ) E l .  T h e  d e t a i l s  a r e  

o m i t t e d  a n d  c a n  b e  f o u n d  e l s e w h e r e . [ ^ 4 - 2 5 ]  j ^ i s  a p p r o x i ­

m a t i o n  h a s  b e e n  u s e d  f o r  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  i n f i n i t e  s l a b  

g e o m e t r y  i n  a  n u m b e r  o f  p r o b l e m s . [26-2

5 . 3 . 3  T h e  S p h e r i c a l  H a r m o n i c s  M e t h o d

I n  t h i s  m e t h o d  t h e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  o f  t r a n s f e r

i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  o f  a n  e x p a n s i o n  o f  I ( r , y )  i n  a  s e r i e s

o f  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  P n ( y ) .  T h e s e  p o l y n o m i a l s  f o r m  a

c o m p l e t e  s e t  o f  o r t h o g o n a l  f u n c t i o n s  i n  t h e  i n t e r v a l

- 1  _< y  <_ 1 .  T h e  m a t h e m a t i c a l  d e t a i l s  o f  t h e  m e t h o d  a r e  g i v e n ,

f o r  e x a m p l e ,  b y  K o u r g a n o f f  f o r  o n e - d i m e n s i o n a l  s l a b  
r 2 9 1

a n d  b y  D a v i s o n 1 1 f o r  o t h e r  g e o m e t r i e s .

5 . 3 . 4  T h e  D i s c r e t e  C o o r d i n a t e  M e t h o d

T h e  S c h u s t e r - S c h w a r z s c h i l d  a p p r o x i m a t i o n  i s  r e a l l y  a  

v e r y  p r i m i t i v e  f o r m  o f  t h e  d i s c r e t e  c o o r d i n a t e  m e t h o d .  T h e  

b a s i s  o f  t h i s  m e t h o d  i s  t o  d i v i d e  t h e  r a d i a t i o n  f l u x  i n t o  

m o r e  t h a n  j u s t  t w o  s t r e a m s .  I n  t h i s  m e t h o d  t h e  r a d i a t i o n  

f i e l d  l ( t , y )  i s  d i v i d e d  i n t o  2 n s t r e a m s  i n  t h e  d i r e c t i o n s  

U ^ ( i  = +_ 1 ,  +_ 2 . . .  +_ n ) . O n c e  t h e  c o o r d i n a t e s  vu a r e  

c h o s e n  m o r e  o r  l e s s  r e g u l a r l y  i n  t h e  i n t e r v a l  - 1  < y < 1  t h e  

e q u a t i o n  o f  t r a n s f e r  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  a  s y s t e m  o f  ?n

3 6
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d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  A d d i t i o n a l  d e t a i l s  c a n  b e  f o u n d  i n  

R e f s . 1 8 , 2 8 .  I t  h a s  a l s o  b e e n  r e c e n t l y  u s e d  i n  t h e  f o r m  o f  

f o u r  a n d  s i x  f l u x  m o d e l s  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  r a d i a t i o n  t r a n s ­

p o r t  i n  f u r n a c e  p r o b l e m s .

5 . 3 . 5  T h e  L o n g  C h a r a c t e r i s t i c s  A p p r o a c h

I n  c a s e s  w h e r e  s c a t t e r i n g  i s  n e g l i g i b l e  ( a  ^  0 ) »  o r

t h e  e n e r g y  o n c e  s c a t t e r e d  i s  i g n o r e d ,  t h e  l a s t  t e r m  i n  E q .

( 5 . 4 )  c a n  b e  d r o p p e d  a n d  t h e  i n t e g r o - d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n

r e d u c e s  t o  a  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  T h e  s a m e  r e s u l t  i s

o b t a i n e d  w h e n  t h e  p h a s e  f u n c t i o n  i s  h i g h l y  p e a k e d  i n  t h e
r 3 2 I

f o r w a r d  d i r e c t i o n 1 1 a n d  h e n c e  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a  

d e l t a  f u n c t i o n ,  i . e . ,

p ( f i , f t " )  = 1  f o r  ft ■  Q'

= 0 f o r  ft fft"*

T h e  l a s t  t e r m  i n  E q .  ( 5 . 4 )  r e d u c e s  t o  a y I v ( s , f t ) .  When i t  

i s  c o m b i n e d  w i t h  t h e  f i r s t  t e r m  o n  t h e  r i g h t  s i d e  o f  t h e  

e q u a t i o n ,  i t  y i e l d s  - k ^ I v ( s , f t ) .  T h i s  a s s u m p t i o n  c o n s i d e r a b l y  

r e d u c e s  t h e  c o m p u t a t i o n a l  e f f o r t .

U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  r a d i a t i o n  o n c e  s c a t t e r e d  i s  

l o s t  f r o m  t h e  s y s t e m ,  E q .  ( 5 . 4 )  r e d u c e s  t o

d l  ( s , f i )
— —-j--------- = - B I ( s  , ft) + k B ( T ) .  ( 5 . 1 2 )

d s  v  v  v ’  v v

T h e  s o l u t i o n  t o  t h i s  e q u a t i o n  f o r  t h e  i n t e n s i t y  o f  r a d i a t i o n  

e m e r g i n g  a t  l o c a t i o n  t i s

V T , f t )  = I v ( T b , f t )  e x p  ( - ( T b - x )  e x p  ( - ( T b > s c - T s c ) )

r b
+  J  B V ( T )  e x p  ( - ( t ' - t )  e x p  ( ’ ( T s C ~ ' s c ) ) dT

T
( 5 . 1 3 )
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w h e r e  I ^ ( x b , f t )  i s  t h e  i n t e n s i t y  o f  e x t e r n a l  r a d i a t i o n  i n ­

c i d e n t  o n t o  t h e  p l u m e .  T h e  f i r s t  t e r m  o n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  

i s  t h e  r a d i a t i o n  a r r i v i n g  a t  t h e  p o i n t  o f  i n t e r e s t  w h i c h  h a s  

o n l y  b e e n  a t t e n u a t e d  b y  t h e  p lu m e  ( a b s o r b e d  + s c a t t e r e d ) . N o t e  

t h a t  I  i s  t h e  i n t e n s i t y  i n c i d e n t  o n t o  t h e  o u t s i d e  o f  t h e  

p l u m e  ( p l u m e  b o u n d a r y ) . T h e  s e c o n d  t e r m  r e p r e s e n t s  t h e  n e t  

e m i s s i o n  d u e  t o  t h e  e m i t t i n g ,  a b s o r b i n g  a n d  s c a t t e r i n g  s p e c i e s  

o f  t h e ' p l u m e  w h e r e  B ^ ( T )  i s  t h e  b l a c k b o d y  e m i s s i o n  t e r m  

c o r r e s p o n d i n g  t o  t e m p e r a t u r e  T a t  l o c a t i o n  x ' . N o t e  t h a t  

i n  t h i s  e q u a t i o n  o p t i c a l  i n h o m o g e n e i t i e s  ( s o l i d  p a r t i c l e s ,  

l i q u i d  d r o p l e t s ,  e t c . )  m a k e  t w o  k i n d s  o f  c o n t r i b u t i o n .  O n e ,  

b e c a u s e  t h e s e  a r e  a b s o r b i n g / e m i t t i n g , t h e y  e f f e c t  t h e  a b s o r p ­

t i o n  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  p l u m e  a n d  i t s  e f f e c t  i s  n o  d i f f e r e n t  

t h a n  t h o s e  o f  t h e  o t h e r  s p e c i e s ' i n  t h e  p l u m e  s u c h  a s  1 ^ 0 ,  CO2 . 

T h i s  c o n t r i b u t i o n  i s  i n c l u d e d  i n  E q .  ( 5 . 1 3 )  w h i l e  c a l c u l a t i n g  

t h e  v a l u e s  o f  . x a n d  t h e  n e c e s s a r y  i n p u t  d a t a  ( t h e  a b s o r p ­

t i o n  c o e f f i c i e n t )  f o r  t h i s  i s  p r o v i d e d  b y  M i e  c a l c u l a t i o n s .  

S e c o n d ,  b e c a u s e  u n l i k e  o t h e r  s p e c i e s  i n  t h i s  p r o b l e m ,  t h e  

o p t i c a l  i n h o m o g e n e i t i e s  a l s o  s c a t t e r ,  t h i s  i s  t a k e n  i n t o  

a c c o u r t t  b y  i n t r o d u c i n g  t s c  i n  E q .  ( 4 . 1 3 ) .  T h e  o p t i c a l  

t h i c k n e s s  d u e  t o  s c a t t e r i n g  c a n  b e  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e  d a t a  

p r o v i d e d  b y  M i e  t h e o r y ,  a n d  e v a l u a t i o n  o f  t s c  i s  s i m i l a r  

t o  t h a t  o f  x .  N o t e  t h a t  w h e n  t h e r e  a r e  n o  o p t i c a l  i n h o m o ­

g e n e i t i e s  o r  s c a t t e r i n g  c e n t e r s ,  t h e ,  o p t i c a l  t h i c k n e s s  x s c  

b e c o m e s  z e r o ,  e x p  ( - x  ) = 1  a n d  t h e  e q u a t i o n s  r e d u c e  f u r t h e r

t o

I v ( x , f i )  - I v ( x b , f l )  e x p  ( - ( x b - x ) .

B V ( T )  e x p  ( - ( T ' - x ) ) d T "  ( 5 . 1 4 )

x

S 3 i n t e n d s  t o  f o l l o w  t h e  l o n g  c h a r a c t e r i s t i c s  a p p r o a c h  

f o r  c a l c u l a t i o n  o f  r a d i a t i v e  q u a n t i t i e s  r a t h e r  t h a n  t h e  s i x
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f l u x  m o d e l .  A l t h o u g h  t h i s  a p p r o a c h  i s  t e d i o u s ,  i t  i s  e x p e c t e d  

t o  b e  m o r e  a c c u r a t e  f o r  t h i s  k i n d  o f  p r o b l e m .  T h e  l o n g  

c h a r a c t e r i s t i c s  a p p r o a c h  c a n  e a s i l y  t a k e  i n t o  a c c o u n t  t h e  

s p e c t r a l  a b s o r p t i o n  a n d  s c a t t e r i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h e  c o n ­

s t i t u e n t s  a s  w e l l  a s  t h e  e f f e c t  o f  t e m p e r a t u r e ,  p r e s s u r e  a n d  

c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t s .  T h i s  c a p a b i l i t y  o f  t h e  S 3 c o d e  i s  

d e m o n s t r a t e d  i n  r e s u l t s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 2  w h e r e  t h e  s p e c t r a l  

o p t i c a l  t h i c k n e s s  a n d  t r a n s m i t t a n c e  i s  p l o t t e d  f o r  a t y p i c a l  

l i n e  o f  s i g h t  t h r o u g h  t h e  f i r e  p l u m e  s u c h  a s  s h o w n  i n  F i g .

5 . 1 .  T h e s e  r e s u l t s  c o r r e s p o n d  t o  a p l u m e  w h i c h  c o n s i s t s  

p r i n c i p a l l y  o f  t w o  e m i t t i n g  a n d  a b s o r b i n g  s p e c i e s ,  CO^ a n d  

1 ^ 0  w i t h  m o l e  f r a c t i o n s  o f  0 . 0 4  a n d  0 . 0 6 ,  r e s p e c t i v e l y ,  a t  

t h e  e x i t  p l a n e  a n d  a t  a t e m p e r a t u r e  o f  n e a r l y  1 4 0 0  R .  T h e  

t e m p e r a t u r e ,  p r e s s u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  o f  s p e c i e s  v a r i e s  

w i t h  l o c a t i o n .  A l t h o u g h  t h e s e  r e s u l t s  a r e  n o t  f o r  a r e a l  

t o r c h  f i r e ,  t h e s e  d o  d e m o n s t r a t e  t h a t  r a d i a t i o n  p r o p e r t i e s  

o f  v a p o r  a n d  CC^ a r e  h i g h l y  w a v e l e n g t h  d e p e n d e n t .  T h e

p l u m e  a l o n g  t h e  s a m e  l i n e  o f  s i g h t  c a n  b e  o p t i c a l l y  t h i n  a n d  

o p t i c a l l y  t h i c k ,  d e p e n d i n g  u p o n  t h e  w a v e l e n g t h .  A s  i s  d i s ­

c u s s e d  l a t e r ,  s o m e  o f  t h e  b a n d  m o d e l  a p p r o x i m a t i o n s  w h i c h  a r e  

v a l i d  f o r  t h e  s p e c t r u m  f o r  w h i c h  t h e  p l u m e  i s  o p t i c a l l y  t h i n  

m a y  n o t  b e  v a l i d  f o r  t h e  s p e c t r u m  i n  w h i c h  t h e  p l u m e  i s  n o t  

o p t i c a l l y  t h i n .
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F i g u r e  5 . 2 .  O p t i c a l  t h i c k n e s s  a n d  t r a n s m i t t a n c e  o f  t h e  p l u m e  v e r s u s  w a v e l e n g t h  f o r  a-  
t y p i c a l  l i n e  o f  s i g h t . [ ]
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5 . 4  R A D I A T I O N  P R O P E R T I E S  OF C O N S T I T U E N T S

S o l u t i o n  o f  t h e  r a d i a t i o n  t r a n s p o r t  E q . ( 5 . 4 ) ,  r e ­

q u i r e s  k n o w l e d g e  o f  t h e  r a d i a t i o n  p r o p e r t i e s ,  t h e  a b s o r p t i o n

c o e f f i c i e n t s  k a n d  t h e  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n s  a .v  v
F o r  d i s c u s s i o n  p u r p o s e s ,  i t  i s  l o g i c a l  t o  d i s c u s s  t h e  p r o ­

p e r t i e s  o f  g a s e o u s  p r o d u c t s  a n d  p a r t i c u l a t e s  s e p a r a t e l y .

5 . 4 . 1  R a d i a t i o n  P r o p e r t i e s  o f  G a s e o u s  P r o d u c t s

T h e  c o n s t i t u e n t s  o f  a f i r e  c o n t a i n  m a i n l y  c o m b u s t i o n  

p r o d u c t s  H ^ O ,  C C ^ ,  CO,  a i r  a n d ,  i n  t h e  u n b u r n e d  z o n e ,  f u e l  

v a p o r .  ( O t h e r  p r o d u c t s  s u c h  a s  NO m a y  a l s o  b e  p r e s e n t  i n  

n e g l i g i b l e  q u a n t i t i e s . )

I t  i s  w e l l  k n o w n  t h a t  t h e  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  o f  

a g a s  i s  i n f l u e n c e d  n o t  o n l y  b y  i t s  t e m p e r a t u r e  a n d  p r e s s u r e  

b u t  b y  t h e  p r e s e n c e  o f  o t h e r  s p e c i e s  a s  w e l l .  H e n c e ,  t o  

p r e d i c t  t h e  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  o f  a  m i x t u r e  o f  g a s e s ,  

o n e  s h o u l d  n o t  o n l y  k n o w  t h e  r e l e v a n t  r a d i a t i o n  p a r a m e t e r s  

o f  e a c h  s p e c i e s  b u t  s h o u l d  a l s o  k n o w  h o w  t o  c o m b i n e  t h e s e .

T h e  p r o b l e m  i s  f u r t h e r  c o m p l i c a t e d  b y  t h e  s p e c i e s  p r o p e r t i e s  

g r a d i e n t s  f o u n d  i n  f i r e s .  We a s s u m e  i n  t h i s  d i s c u s s i o n  t h a t  

s p e c i e s  c o n c e n t r a t i o n s  a n d  s y s t e m  p r o p e r t y  g r a d i e n t s  h a v e  

b e e n  c o m p u t e d ,  a n d  we n o w  d i s c u s s  t l i e  p r o p e r t i e s  o f  g a s e o u s  

s p e c i e s .
«

A t  f i r e  t e m p e r a t u r e s ,  t h e  g a s e o u s  s p e c i e s  c o n t r i b u t i o n  

t o  r a d i a n t  e n e r g y  i s  p r i m a r i l y  d u e  t o  r a d i a t i o n  f r o m  v i b r a t i o n -  

r o t a t i o n  b a n d s .  D u e  t o  t h e  r a p i d  s p e c t r a l  v a r i a t i o n  o f  t h e  

a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  i n  v i b r a t i o n - r o t a t i o n  b a n d s ,  t h i s  

f e a t u r e  p r e s e n t s  c o m p u t a t i o n a l  d i f f i c u l t i e s .  T h e  a b s o r p t i o n  

c o e f f i c i e n t  f o r  a s i n g l e  l i n e ,  b r o a d e n e d  p r i n c i p a l l y  b y  c o l l i -  

s i o n a l  p r o c e s s e s  ( w h i c h  i s  t y p i c a l  o f  p l u m e  c o n d i t i o n s )  i s  

g i v e n  b y 1 ’ J

p = X  -------------§ ---------------  ( 5 . 1 5 )
U) TT f N 2 , 2( to — co o  )  + Y
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w h e r e  we  h a v e  u s e d  P (cm

c o e f f i c i e n t  ( k  = P p w h e r e  p v 0) o r  1
i n t e g r a t e d  l i n e  i n t e n s i t y  ( c m - 2  

a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  l i n e  a n d  

F o r  c o l l i s i o n  b r o a d e n e d  l i n e s

a t m - 1 ) a s  t h e  s p e c t r a l  a b s o r p t i o n  

i s  t h e  p r e s s u r e ) ,  S  i s  t h e  

a t m - 1 ) ,  o)Q i s  t h e  w a v e n u m b e r  

y  i s  t h e  l i n e  h a l f  w i d t h .

( 5 . 1 6 )

w h e r e  t h e  s u b s c r i p t  o r e f e r s  t o  s t a n d a r d  c o n d i t i o n s .  I t  c a n  

b e  s e e n  t h a t  t h e  d e p e n d e n c e  o n  l o c a l  t h e r m o d y n a m i c  c o n d i t i o n s  

t h u s  p r e s e n t s  o n e  w i t h  a  s p e c t r a l  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  w h i c h  

v a r i e s  t h r o u g h  t h e  p l u m e .  T h u s  a  l i n e  e m i t t e d  f r o m  t h e  p l u m e  

i s  n o t  a  s i m p l e  L o r e n t z i a n  s h a p e  b u t  i s  d i s t o r t e d  b y  t h e  n o n -  

h o m o g e n e o u s  p a t h .  W h i l e  t h i s  p r e s e n t s  n o  p a r t i c u l a r  d i f f i c u l ­

t i e s  f o r  a  s i n g l e  l i n e ,  t h e  p r o b l e m  i s  c o m p o u n d e d  b y  t h e  f a c t  

t h a t  t h e  c o n t r i b u t i o n  t o  t h e  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  a t  w a v e -  

n u m b e r  to r e p r e s e n t s  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  m a n y  l i n e s  w h o s e  

t a i l s  c o n t r i b u t e  t o  t h e  a b s o r p t i o n , ,  i . e . ,

P
03 ( 5 .1 7 )

w h e r e  t h e  sum i n c l u d e s  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  a l l  l i n e s  w h i c h  

h a v e  f i n i t e  a b s o r p t i o n  a t  t h e  w a v e n u m b e r  (o.

M uch o f  t h e  a b o v e  m a t e r i a l  h a s  b e e n  d i s c u s s e d  i n  

v a r i o u s  t e x t b o o k s .  We h a v e  r e p r o d u c e d  t h e  e s s e n t i a l s  h e r e  

t o  p r o v i d e  a  common g r o u n d  f o r  f u r t h e r  d i s c u s s i o n .

M o l e c u l a r  B a n d  M o d e l s

I t  i s  a p p a r e n t  f r o m  E q .  ( 5 . 1 7 )  t h a t  i n  o r d e r  t o  c o m ­

p u t e  t h e  s p e c t r a l  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  a t  a  p a r t i c u l a r  w a v e -  

n u m b e r  ( w a v e l e n g t h )  o f  i n t e r e s t  t h e  c o n t r i b u t i o n  o f  s e v e r a l
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h u n d r e d  l i n e s  m u s t  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  F u r t h e r m o r e ,  t h i ' s  

l e n g t h y  p r o c e d u r e  m u s t  b e  r e p e a t e d  a t  e a c h  w a v e n u m b e r  i n  o r d e r  

t o  c o m p u t e  t h e  i n t e n s i t y  e m i t t e d  W i t h i n  a  g i v e n  s p e c t r a l  b a n d ­

p a s s .  W h i l e  i t .  i s  p o s s i b l e  t o  a c c o m p l i s h  s u c h  a c a l c u l a t i o n  

f o r  m o l e c u l e s  s u c h  a s  CC^ a n d  I ^ O ,  i t  i s  n o t  e x p e d i e n t  o r  

e v e n  n e c e s s a r y  t o  d o  s o  i f  o n e  i s  c o n t e n t  w i t h  w a v e l e n g t h  r e ­

s o l u t i o n  o f  g r e a t e r  t h a n  a b o u t  2 5  c m - 1 . S i n c e  m o s t  i n s t r u ­

m e n t s  u s e d  t o  p e r f o r m  m e a s u r e m e n t s  i n  f a c t  d o  n o t  p o s s e s s  

r e s o l v i n g  p o w e r  o f  2 5  c m - 1 , i t  i s  g e n e r a l l y  n o t  w o r t h w h i l e  

f o r  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n s  t o  p e r f o r m  s u c h  e x a c t i n g  c a l c u l a ­

t i o n s .

A c o m m o n  p r o c e d u r e  i s  t o  d e v e l o p  m o l e c u l a r  b a n d  m o d e l s  

w h i c h  h y p o t h e s i z e  s o m e  f o r m  f o r  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  l i n e s ,  a n d  

t h e i r  w i d t h s  a n d  s t r e n g t h s ,  w h i c h  w h e n  a p p l i e d  p r o d u c e s  

" s y n t h e t i c  s p e c t r a "  w h i c h  c l o s e l y  r e p r o d u c e  t h o s e  a c t u a l l y  

m e a s u r e d .  W i t h o u t  g o i n g  i n t o  a l l  o f  t h e  m a t h e m a t i c a l  d e t a i l s  

w h i c h  a r e  n o t  n e e d e d  f o r  t h e  p r e s e n t  d i s c u s s i o n ,  t h e  f o l l o w ­

i n g  b a n d  m o d e l s  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  v a r i o u s  a p p l i c a t i o n s  a n d  

a r e  d i s c u s s e d  e x t e n s i v e l y  i n  t h e  l i t e r a t u r e . ^  ^

«  R e c t a n g u l a r  B o x  M o d e l

0 J u s t - o v e r l a p p i n g - l i n e  M o d e l

0 E l s a s s e r  B a n d  M o d e l

0 M a y e r - G o o d y  S t a t i s t i c a l  M o d e l

( a )  E x p o n e n t i a l  l i n e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n

( b )  I n v e r s e  p o w e r  l i n e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n .

R e c t a n g u l a r  B o x  M o d e l

Th e ,  r e c t a n g u l a r  b o x  m o d e l  i s  t h e  s i m p l e s t  m o l e c u l a r  

b a n d  m o d e l  a n d  g i v e s  t h e  l e a s t  p r e c i s e  r e s u l t s  r e g a r d i n g  

s p e c t r a l  r e s o l u t i o n .  T h i s  m o d e l  r e p l a c e s  t h e  c o m p l e t e  m o l e ­

c u l a r  b a n d  b y  a b a n d  w h o s e  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  i s  c o n s t a n t
[ 3 4  ]

o v e r  s o m e  e f f e c t i v e  b a n d w i d t h .  J
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J u s t - O v e r l a p p i n g - L i n e  M o d e l

T h e  j u s t - o v e r l a p p i n g  m o d e l  i s  t h e  n e x t  s t e p  u p  i n  

s o p h i s t i c a t i o n  a n d  r e p r o d u c e s  t h e  s p e c t r a l  s t r u c t u r e  o f  a 

b a n d  r e a s o n a b l y  w e l l  i n  m o s t  a p p l i c a t i o n s .  T h e  m o d e l ,  h o w ­

e v e r ,  i s  a p p l i c a b l e  o n l y  w h e r e  t h e  p r e s s u r e  i s  s u f f i c i e n t l y  

h i g h  t o  " s m e a r  o u t "  t h e  r o t a t i o n a l  s t r u c t u r e ,  i . e . ,  t h e  

l i n e s  a r e  b r o a d e n e d  t o  s u c h  a n  e x t e n t  t h a t  a d j a c e n t  l i n e s
r 3 5 1

o v e r l a p  t o  p r o d u c e  a r e l a t i v e l y  s m o o t h  v a r i a t i o n  i n  s p e c t r a .  J 

I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h i s  m o d e l  i s  a p p l i c a b l e  i f  t h e  l i n e  

w i d t h  i s  o f  t h e  s a m e  o r d e r  a s  t h e  l i n e  s p a c i n g .  F o r  p l u m e  

a p p l i c a t i o n s ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  s u c h  c o n d i t i o n s  a r e  i n  

f a c t  m e t  f o r  C O -  a t  p r e s s u r e s  o f  s e v e r a l  a t m o s p h e r e s ,  w h i l e  

s o m e w h a t  h i g h e r  p r e s s u r e s  a r e  r e q u i r e d  f o r  t h e  I ^ O  v a p o r .  

C o r r e c t i o n s  t o  a c c o u n t  f o r  n o n - c o m p l e t e  o v e r l a p p i n g  h a v e

b e e n  p r o p o s e d  a n d  h a v e  w o r k e d  s u c c e s s f u l l y  i n  s o m e  a p p l i c a -
[ 3 5 ]  t i o n s . 1 1

1 1 1 s a s s e r  R a n d  M o d e l

T h e  E l s a s s e r  b a n d  c o n s i s t s  o f  e q u a l l y  s p a c e d ,  e q u a l l y  

i n t e n s e  l i n e s  w h o s e  p r o f i l e s  a r e  d e s c r i b e d  a d e q u a t e l y  b y  t h e  

L o r e n t x  p r o f i l e ,  i . e . ,  t h e y  a r e  c o l l i s i o n  b r o a d e n e d ,  c . f . ,

E q .  ( 5 . 1 5 ) .  * 3 5 ]  j j i e  sum o v e r  a n  c o n t r i b u t i n g  l i n e s  c a n

b e  c o m p u t e d  s e m i - a n a l y t i c a l l y  f o r  s p e c i f i e d  l i n e  i n t e n s i t i e s  

a n d  l i n e  s p a c i n g .  T h i s  m o d e l  h a s  c e r t a i n  d i s a d v a n t a g e s  w h e n  

a t t e m p t i n g  t o  m o d e l  t h e  a b s o r p t i o n  i n  m o l e c u l e s  s u c h  a s  H- ,0 

w h i c h  d o  n o t  p o s s e s s  r e g u l a r  l i n e  s p a c i n g .  H o w e v e r ,  t h e  

E l s a s s e r  m o d e l  h a s  p r o v i d e d  e x t r e m e l y  a c c u r a t e  r e s u l t s  f o r  CC^ 

i n  a l l  b a n d s  o f  i n t e r e s t  f o r  p l u m e  c a l c u l a t i o n s ,  f o r  a p p l i c a ­

t i o n  t o  c o m p u t i n g  e m i s s i o n  f r o m  h o t  g a s e s ,  a n d  f o r  a t m o s p h e r i c
, . . [ 3 5  - 3 7  ]

t r a n s m i s s i o n  c a l c u l a t i o n s .

M a y e r - G o o d y  S t a t i s t i c a l  M o d e l

T h e  M a y e r - G o o d y  s t a t i s t i c a l  m o d e l  a s s u m e s  t h a t  a b a n d  

i s  c o m p o s e d  o f  l i n e s  w h i c h  a r e  d i s t r i b u t e d  at r a n d o m  t h r o u g h o u t

4 4
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t h e  b a n d  a n d  t h a t  t h e r e  i s  n o  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  p o s i -
C371

t i o n  o f  a  l i n e  a n d  i t s  i n t e n s i t y . 1 J O n c e  a g a i n  i t  i s  a s ­

s u m e d  t h a t  t h e  l i n e s  a r e  L o r e n t z i a n .  Two common m o d e l s  a r e  

u s e d  f o r  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  o f  l i n e s .  T h e s e  a r e  t h e  

e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  a n d  t h e  i n v e r s e  f i r s t  p o w e r  

d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n .  I t .  i s  n o t  c f e a r  a t  t h i s  p o i n t  w h i c h  

o f  t h e s e  a s s u m p t i o n s  i s  b e s t  f o r t h e  p l u m e  p r o b l e m .  V e r i f i -  

c a t i o n  a w a i t s  e x p e r i m e n t a l  m e a s u r e m e n t s .  H o w e v e r ,  e x t e n s i v e  

r e s u l t s  f o r  a t m o s p h e r i c  t r a n s m i s s i o n  p r o b l e m s  i n d i c a t e  t h a t  

t h e r e  i s  l i t t l e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o . ^ ^  A s  we h a v e  

s t a t e d ,  t h e  s t a t i s t i c a l  m o d e l  p r o d u c e s  e x c e l l e n t  r e s u l t s  f o r  

r ^ O  a n d  lvas  a l s o  b e e n  u s e d  s u c c e s s f u l l y  f o r  C C ^ .

S e a l i r i g  A p p r o x i m a t i o n  f o r  I n h o m o g e n e o u s  A p p l i c a t i o n s

, ' N o n e  o f  t h e .  b a n d  m o d e l s  p r e v i o u s l y  d i s c u s s e d  c a n  b e  

a p p l i e d  w i t h o u t  m o d i f i c a t i o n  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  i n h o m o g e n e o u s  

p a t h  l e n g t h s  e n c o u n t e r e d  i n  a  t y p i c a l  f i r e  p l u m e .  A s  we 

d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y ,  t h e  g r a d i e n t s  i n .  t h e r m o d y n a m i c  v a r i a ­

b l e s  d i s t o r t  t h e  L o r e n t z i a n  p r o f i l e  o f  a  l i n e  a s  g i v e n  b y  E q .  

( 5 . 1 5 ) .  S e v e r a l  m e t h o d s  m ay  b e  e m p l o y e d  f o r  t h e  t r e a t m e n t  

o f  t h i s  p r o b l e m  a n d  a r e  d i s c u s s e d  e x t e n s i v e l y  i n  t h e  l i t e r a ­

t u r e .

•  R e d u c t i o n  o f  r a d i a t i o n  t r a n s p o r t  e q u a t i o n  

t o  a  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  i n  w h i c h  t h e  

c o n t i n u o u s ,  d i s t r i b u t i o n  o f  p r o p e r t i e s  i s  

r e p l a c e d  b y  a  s e t  o f  d i s c r e t e  z o n e s .  E a c h  

z o n e  i s  l o c ' a l l y  h o m o g e n e o u s  a n d  d i r e c t  

a p p l i c a t i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  e q u a t i o n  i s  

p o s s i b l e .

• Sca l i n g . a p p r o x i m a t i o n s  are applied to reduce

t h e  i n h o m o g e n e o u s  p r o b l e m  t o  a  h o m o g e n e o u s
[ 3 6 , 3 7 ]  

o n e . ’  J
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( a )  O n e  p a r a m e t e r  s c a l i n g .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  * 

p r e s s u r e  m o s t  s t r o n g l y  a f f e c t s  t h e  r e ­

s u l t a n t  t r a n s m i s s i o n  a n d  t h a t  t h e  a b s o r p ­

t i o n  c o e f f i c i e n t  m a y  b e  e x p r e s s e d  a s  a 

p r o d u c t  o f  a  p u r e l y  p r e s s u r e  t e r m  a n d  a 

p u r e l y  f r e q u e n c y  d e p e n d e n t  t e r m .  A c ­

c o r d i n g l y ,  t h e  i n h o m o g e n e o u s  p a t h  i s  

r e p l a c e d  b y  a h o m o g e n e o u s  p a t h  a t  s o m e

m e a n  p r e s s u r e ,  i . e . ,  m e a n  m a s s  o f  g a s .

( b )  Tw o  p a r a m e t e r  s c a l i n g  ( C u r t i s - G o d s o n  

a p p r o x i m a t i o n ) . I n  t h e  C - G  a p p r o x i m a t i o n  

b o t h  p r e s s u r e  a n d  t e m p e r a t u r e  e f f e c t s  o n  

l i n e  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t s  a r e  t a k e n  

i n t o  a c c o u n t .  C o n s e q u e n t l y ,  b o t h  t h e  

t e m p e r a t u r e  v a r i a t i o n  o n  l i n e  i n t e n s i t y  a n d  

l i n e  w i d t h  i s  a c c o u n t e d  f o r .  T h e  c h o i c e

o f  w i d t h  a n d  i n t e n s i t y  i s  d e t e r m i n e d  b y  

o b t a i n i n g  t h e  c o r r e c t  a b s o r p t i o n  i n  t h e  

w e a k  l i n e  a n d  i n  t h e  s t r o n g  l i n e  l i m i t .

A s  h a s  b e e n  i n d i c a t e d  a b o v e ,  t h e  C - G  a p p r o x i m a t i o n ,  

w h i c h  i s  t h e  h i g h e s t  o r d e r  s c a l i n g  a p p r o x i m a t i o n  a v a i l a b l e ,  

i s  b a s i c a l l y  a p p l i c a b l e  o n l y  f o r  t h e  w e a k  a n d  s t r o n g  l i n e s  

l i m i t s  ( t h i n  o r  o p a q u e ) .  W h i l e  t h e  a p p r o x i m a t i o n  h a s  f o u n d  

a  w i d e  d e g r e e  o f  a c c e p t a n c e  a n d  u s e  f o r  s o l a r  t r a n s m i s s i o n  

t h r o u g h  a t m o s p h e r e s  ( f o r  w h i c h  e x t e n s i v e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  

a r e  a v a i l a b l e )  i t  i s  n o t  c l e a r  t h a t  t h e  s a m e  c o n c l u s i o n  w i l l  

h o l d  f o r  f i r e  p l u m e s .  * J I t  c a n  b e  s h o w n  f o r  i n s t a n c e ,  

t h a t  f o r  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  r a d i a t i v e  f l u x  i n  t h e  a t m o s p h e r e  

w h e r e  e x t r e m e l y  l o n g  p a t h  l e n g t h s  a r e  i n v o l v e d ,  m o s t  b a n d s  

r e s p o n s i b l e  f o r  a t m o s p h e r i c  h e a t i n g  c o n t a i n  a  s i g n i f i c a n t  

f r a c t i o n  o f  l i n e s  w h i c h  a r e  p r e d o m i n a n t l y  o p t i c a l l y  t h i c k .

F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e  C u r t i s - G o d s o n  a p p r o x i m a t i o n  g i v e s  r e s u l t s  

w h i c h  a r e  c o r r e c t  t o  w i t h i n  a f e w  p e r c e n t  o f  e x a c t  c a l c u l a ­

t i o n s .  T h e  o n l y  e x c e p t i o n  w h i c h  w e  h a v e  f o u n d  i s  f o r  t h e

4 6
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r 3 9 1
9 . 6  p b a n d  o f  o z o n e .  1 I n  t h i s  c a s e ,  t h e  o p t i c a l  d e p t h  o f  

o z o n e  i s  n e a r  u n i t y .  T h u s ,  n e i t h e r  t h e  w e a k  l i n e  n o r  s t r o n g  

l i n e  a s s u m p t i o n  i s  a p p l i c a b l e .

I t  i s  a l s o  w o r t h  n o t i n g  t h e  w o r k  o f  Z d u n k o w s k i  a n d  

R a y m o n d o n  t h e  d e g r e e  o f  s p e c t r a l  r e s o l u t i o n  o b t a i n a b l e  

f o r  a c c u r a t e  c a l c u l a t i o n s .  T h e y  c o n c l u d e  t h a t  t h e  C - G  

a p p r o x i m a t i o n  g i v e s  v e r y  a c c u r a t e  r e s u l t s  w h e n  c o m p a r e d  

w i t h  e x a c t  r e s u l t s .  U n d e r  s i m i l a r  c o n d i t i o n s ,  t h e  e f f e c t i v e  

m a s s  ( s i n g l e  p a r a m e t e r  s c a l i n g  a p p r o x i m a t i o n )  o f f e r s  no 

p a r t i c u l a r  a d v a n t a g e .  T h e y  f u r t h e r  s t a t e  t h a t  i t  i s  n e c e s ­

s a r y  t o  i n c l u d e  w i t h i n  t h e  w a v e n u m b e r  i n t e r v a l  u n d e r  i n v e s t i ­

g a t i o n ,  t h e  e f f e c t  o f  l i n e  w i n g  c o n t r i b u t i o n s  f r o m  a d j a c e n t  

i n t e r v a l s .  T h e y  f i n d  t h a t  f o r  i n t e r v a l  s i z e s  l a r g e  enough 

t o  c o n t a i n  n u m e r o u s  l i n e s ,  t h e  e f f e c t  o f  l i n e  w i n g s  d u e  t o  

t h e  p r e s e n c e  d i s r e g a r d e d  i n  m a n y  c a s e s .  A g e n e r a l  r u l e  i s  

t h a t  5 0  t o  1 0 0  l i n e s  m u s t  b e  p r e s e n t  w i t h i n  t h e  i n t e r v a l  b e ­

f o r e  s u c h  n e g l e c t  c a n  b e  m a d e  s a f e l y .  T h i s  t r a n s l a t e s  t o  

s p e c t r a l  b a n d  p a s s e s  o f  a b o u t  2 5  c m - 1  o r  l a r g e r .  O p e r a t i n g  

o n  t h i s  a s s u m p t i o n  c a n  s a v e  s i g n i f i c a n t  a m o u n t s  o f  c o m p u t e r  

t i m e .

S e l e c t i o n  o f  b a n d  m o d e l  a n d  s c a l i n g  a p p r o x i m a t i o n  f o r  

c a l c u l a t i n g  t h e  r a d i a t i o n  q u a n t i t i e s  d e p e n d s  o n  t h e  a c c u r a c y  

d e s i r e d ,  t h e  c h o i c e  o f  t h e  s o l u t i o n  t e c h n i q u e ,  t h e  r a d i a t i o n  

p r o p e r t y  d a t a  o f  t h e  c o n s t i t u e n t s  a v a i l a b l e ,  e t c .  F o r  

e x a m p l e ,  t o  e m p l o y  t h e  C - G  t e c h n i q u e ,  o n e  n e e d s  t o  k n o w  n o t  

o n l y  t h e  i n t e n s i t i e s  w i t h  a f i n e  r e s o l u t i o n ,  b u t  l i n e  s p a c i n g s  

a n d  l i n e  w i d t h s  a s  w e l l .  W h i l e  t h i s  k i n d  o f  d a t a  i s  a v a i l a b l e  

f o r  c o n s t i t u e n t s  s u c h  a s  w a t e r  v a p o r ,  c a r b o n  d i o x i d e ,  c a r b o n  

m o n o x i d e ,  e t c . ,  i t  i s  n o t  a v a i l a b l e  f o r  f u e l s .  T h e  m o s t  d e ­

t a i l e d  d a t a  o f  r a d i a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  g a s e o u s  f u e l s ,  w h i c h  

we  h a v e  b e e n  a b l e  t o  l o c a t e ,  i s  p u b l i s h e d  b y  A m e r i c a n  P e t r o l e u m  

I n s t i t u t e  i n  t h e i r  p u b l i c a t i o n  4 4 .  T h e  d a t a  i s  n o t  i n  t h e  

u s a b l e  f o r m ,  i . e . ,  i n  t h e  f o r m  o f  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t s .

T h e  d a t a  i s  i n  t h e  f o r m  o f  p e r c e n t  t r a n s m i t t a n c e  o f  a c e l l

4 7
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f i l l e d  w i t h  t h e  f u e l  g a s ,  a s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 3 .  To  u s e  t h i s  

d a t a  i n  t h e  c a l c u l a t i o n s  o n e  m u s t  r e a d  t h e  p e r c e n t a g e  t r a n s ­

m i t t a n c e  a s  a  f u n c t i o n  o f  w a v e l e n g t h  f r o m  t h e .  c u r v e s  a n d  

t h e n  r e d u c e  t h i s  d a t a  t o  a  u s e a b l e  f o r m .  I t  s h o u l d  b e  m e n ­

t i o n e d  t h a t  t h e s e  c u r v e s  d o  n o t  s h o w  a n y  d a t a  b e l o w  2 y  w h i c h  

m u s t  b e  f o u n d  f r o m  o t h e r  s o u r c e s .  T h e  l i t e r a t u r e  s e a r c h  t o  

o b t a i n ,  t h e  m o s t  u p  t o  d a t e  d a t a  o n  f u e l s  i s  c o n t i n u i n g .

S 3 f e e l s  t h a t  i t ' h a s  t h e  b e s t  a v a i l a b l e  r a d i a t i o n  

p r o p e r t y  d a t a  n e e d e d  f o r  H2 .0 v a p o r ,  CC>2 a n d  CO o v e r  a  w i d e

t e m p e r a t u r e  a n d  w a v e l e n g t h  r a n g e  w i t h  g o o d  s p e c t r a l  r e s o l u ­

t i o n .  T a b l e  5 . 1  s h o w s  t h e  n u m e r i c a l , v a l u e s  o f  t e m p e r a t u r e

v a l u e s  o f  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  F  a r e  a v a i l a b l e .

5 . 4 . 2  R a d i a t i o n  P r o p e r t i e s  o f  S o l i d  P a r t i c l e s  a n d  L i q u i d  
D r - o p l e t s _______________________________________________________________

M i e  S c a t t e r i n g ,  S i n g l e  P a r t i c l e *

T h e  a b s o r p t i o n  a n d  s c a t t e r i n g  o f  r a d i a t i o n  f r o m  s p h e r i -
T 4 1 1c a l  p a r t i c l e s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  M i e  s c a t t e r i n g  t h e o r y . L J 

M i e  s c a t t e r i n g  c o n s i d e r s  t h e  e f f e c t  o f  a  f o r c e d  o s c i l l a t i o n  o f  

a  r a d i a t i v e  f i e l d  u p o n  a  s p h e r i c a l  p a r t i c l e  a n d  t h e  i n d u c e d  

f i e l d s  i n s i d e  a n d  o u t s i d e  t h e  s p h e r e .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  d e ­

r i v e d  i n  R e f .  4 2 ,  a n d  a r e  s u m m a r i z e d  b e l o w .

r a n g e ,  w a v e l e n g t h  r a n g e  a n d  t h e  r e s o l u t i o n  f o r  w h i c h  t h e

M i e  s c a t t e r i n g  o f  a  p l a n e  w a v e  o f  w a v e l e n g t h  A f r o m  

a  p a r t i c l e  o f  r a d i u s  a  i s  d e s c r i b e d  r i g o r o u s l y  b y  t h e  

f o l l o w i n g  i n f i n i t e  s e r i e s :

00

A 2
° e x t  T W

( 5 . 1 8 )

n = l

T h e  n o m e n c l a t u r e  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  s e l f  c o n t a i n e d .
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T A B L E  5 . 1

RAD IA TION A B SO R P T IO N  P R O P E R T I E S

C o n s t i t u e n t s P a r a m e t e r
W a v e n u m b e r  
R a n g e , c m " 1 Av.,  c m - 1

T e m p e r a t u r e  
R a n g e  ° K

h 2 o k 5 0 - 1 1 0 0 0 •2 5 3 0 0 - 3 0 0 0

CO 2 k 5 0 0 - 3 7 5 0 2 5 3 0 0 - 3 0 0 0  .

CO i; 1 0 2 5 - 2 3 5 0 2 5 3 0 0 - 3 0 0 0

4 9
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w h e r e

s e a 7 F E
n = l

oo

( 2 n  + 1 ) C | a n | 2 + | b n | 2 ) ( 5 . 1 9 )

° a b s  ”  a e x t  a s c a ( 5 . 2 0 )

l  =
i Y. HTnTTT lan(a ' m),InClJs) * b^Coc,m)T„ Cû Jn '"s '

n = l
( 5 . 2 1 )

l  =
2 E  KTHTTT I V ^ ^ V ' s 5 + V 01’ "0 n(us)

n = l

2:

(5.22)

2 -na
a  = —

a  = d / 2 , r a d i u s  o f  t h e  p a r t i c l e

m = c o m p l e x  i n d e x  o f  r e f r a c t i o n  = n - i n
1 2

3 = ma

11 ^n Ca)^^C3) - m î n (3 ) c ^ ( a )

^ n C 3 ) ^ n ( a )  -  m ^ n ( a ) ^ ^ ( 3 )

11 " m ( a ) ^ n •,

% ( p) = P '(»-0

xn (u) = PPn (y) - ( i ' y 2)TT^(y) .
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T h e  P n a r e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  a n d  t h e  i n̂ , ? n  a r e

R i c a t t i - B e s s e l  f u n c t i o n s ,  a __ . , a  a n d  a  . a r e  t h e
e x t * s e a  a b s

e x t i n c t i o n ,  s c a t t e r i n g  a n d  a b s o r p t i o n  c r o s s  s e c t i o n s  o f  t h e  

p a r t i c l e .  i ^  a n d  i  • d e s c r i b e  t h e  p a t t e r n s  o f  s c a t t e r e d  

i n t e n s i t y  p o l a r i z e d  p e r p e n d i c u l a r  a n d  p a r a l l e l  t o  t h e  s c a t ­

t e r i n g  p l a n e  ( d e t e r m i n e d  b y  i n c i d e n t  a n d  s c a t t e r e d  b e a m s ) , 

r e s p e c t i v e l y .  F o r  t h e  u n p o l a r i z e d  l i g h t  t r e a t m e n t  t h e  p a t t e r n

o f  s c a t t e r e d  i n t e n s i t y  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  i  + i  .
1 2

I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  a  i s  r e l a t e d  t o  t h e  i n t e g r a l
s e a

o f  i ^  + i  o v e r  a l l  s c a t t e r i n g  a n g l e s

a  ( a )  = i  ( ~ ) /  [ i  ( a , u  ) + i  ( a , y  ) ] d f t  ( 5 . 2 3 )
s e a  2 \ 2 tt / /  L i v 2 s  J s  ■

4  IT

T h e  n u m e r i c a l  e v a l u a t i o n  o f  t h e  i n f i n i t e  s e r i e s ,  E q s .

( 5 . 1 8 )  t h r o u g h  ( 5 . 2 2 ) ,  w h i l e  s e e m i n g l y  s t r a i g h t f o r w a r d ,  h a s

s o u r c e s  o f  e r r o r  w h i c h  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  a c c u m u l a t i o n  o f

r o u n d - o f f  e r r o r  i n  r e c u r s i v e l y  c a l c u l a t i n g  ij>n , ? , t̂ ,  a n d  x n>

T e c h n i q u e s  t o  e l i m i n a t e  t h e s e  e r r o r s  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  b y
r 4 3 i r 4 4 1

n u m e r o u s  a u t h o r s :  D a v e , 1 1 K a t t a w a r  a n d  P l a s s ,  J a n d  ,
[ 4 5 1

D e n m a n ,  H e l l e r ,  a n d  P a n g o n i s .  J

T h e  M i e  e q u a t i o n  r e d u c e s  t o  t w o  s i m p l e  f o r m u l a e  f o r  

t h e  l i m i t i n g  c a s e s  o f  l a r g e  a n d  s m a l l  p a r t i c l e s .  I f  d i s  

m u c h  l e s s  t h a n  A,  t h e n  we o b t a i n  R a y l e i g h  s c a t t e r i n g

c o s  2 9)  .

T h e  a b s o r p t i o n  c r o s s  s e c t i o n  i s  g i v e n  a s

3 tt . 1 3 ,  m - 1
o  , = -r-r d  Im  -----------.

a b S  «

( 5 . 2 4 )

( 5 . 2 5 )
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I f  t h e  p a r t i c l e  i s  l a r g e  c o m p a r e d  t o  t h e  r a d i a t i o n  w a v e l e n g t h  

t h e  w a v e  c h a r a c t e r  i s  r e l a t i v e l y  u n i m p o r t a n t .  T h e n  t h e  a b ­

s o r p t i o n  c r o s s  s e c t i o n  i s

a a b s  = ( 1 " ^ »  ( 5 . 2 6 )

w h e r e  R i s  t h e  e f f e c t i v e  r e f l e c t a n c e  o f  t h e  s u r f a c e  ( a v e r a g e d  

o v e r  i n c i d e n t  a n g l e ) .

M i e  S c a t t e r i n g ,  P o l y d i s p e r s i o n

I n  r e a l i t y ,  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  f i n d  p a r t i c l e s  o f  a 

s i n g l e  s i z e .  R a t h e r ,  o n e  i s  c o n f r o n t e d  w i t h  a s i t u a t i o n  i n  

w h i c h  t h e r e  e x i s t  p a r t i c l e s  w i t h  a w i d e  r a n g e  o f  r a d i i  a .  

T h i s  v a r i a t i o n  i s  d e s c r i b e d  b y  a s i z e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n ,

N n ( a )  , a  . <n u n  — a < a m a x

w h e r e  N i s  t h e  t o t a l  n u m b e r  d e n s i t y  o f  p a r t i c l e s  a n d  n ( a )  

i s  t h e  n o r m a l i z e d  d i s t r i b u t i o n  o f  r a d i i  d e f i n e d  s u c h  t h a t

n ( a )  d a  = f r a c t i o n  o f  p a r t i c l e s  w i t h  r a d i i  a t  

( a ,  a  + d a )

/
max

n ( a )  d a  = 1

a . m m

T h e  v o l u m e  s c a t t e r i n g  a n d  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t s  f o r  

p o l y d i s p e r s i o n s  d e s c r i b e d  b y  s u c h  a  s i z e  d i s t r i b u t i o n  a r e :

=

a

= N /

max
o  ( a )  n  ( a )  d a

D tci
( 5 . 2 7

a m i n
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%  = N

max

a .  - 
m i n

a a b s d a * ( 5 . 2 8 )

T h e  p a t t e r n  o f  s c a t t e r e d  i n t e n s i t y  w i l l  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  

a
/ • ma x  ,

N /  [ i j ( a , U s ) + i  ( a , R s ) J  n ( a )  d a .  

amin

N o r m a l i z i n g  t h i s  s o  t h a t  i t s  i n t e g r a l  o v e r  a l l  s c a t t e r i n g  

d i r e c t i o n s  i s  4 tt, w e  o b t a i n  t h e  M i e  p h a s e  f u n c t i o n

[ i ^  ( a , y g ) + i 2 ( a , n s ) ]  n ( a )  d a

[ i  ( a , y . )  + i  ( a , u  ) ]  n ( a )  d a
1 3 •; 2.- ' ■ S'

m i n  . ■

I n v e r t i n g  t h e  o r d e r  o f  i n t e g r a t i o n  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  a n d  

e m p l o y i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p s  o f  E q s . ( 5 . 2 3 )  a n d  ( 5 . 2 7 ) ,

r .  A 2 N
W  -  tTB"v ,M

• ma x

m i n

[ i  ( a , y . )  + i  ( a , y  ) ]  n ( a )  d a .  
1 2 ^

( 5 . 2 9 )

V a r i o u s  a n a l y t i c  f o r m s  f o r  n ( a )  c a n  b e  a s s u m e d  s u c h  a s

t h e  J u n g e  p o w e r - l a w  d i s t r i b u t i o n ( c a  Y ) ; D e r i m e n d j  i a n  ' s  f
v •“ b 3.5

m o d i f i e d  gamma d i s t r i b u t i o n  ( ca .  e ) o r  L o g - n o r m a l  d i s t r i b u -  

t  i o n s

- l n 2 ( r / r o ) / 2 o 2
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A l t h o u g h  t h e  b e s t  s i z e  d i s t r i b u t i o n  i s  o b t a i n e d  f r o m  

t h e  e x p e r i m e n t s  t h e  c a l c u l a t i o n s  w i t h  d i f f e r e n t  d i s t r i b u t i o n s  

c a n  s h o w  t h e  s e n s i t i v i t y  o f  r e s u l t s  l e a d i n g  t o  t h e  a c c u r a c y  

w i t h  w h i c h  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  s h o u l d  b e  o b t a i n e d .

5 . 4 . 3  R a d i a t i o n  P r o p e r t i e s  o f  C a r b o n  P a r t i c l e s

E m i s s i o n ,  a b s o r p t i o n  a n d  s c a t t e r i n g  o f  r a d i a t i o n  f r o m  

c a r b o n  p a r t i c l e s  c a n  b e  r e a d i l y  c a l c u l a t e d  o n c e  t h e  r a t i o  o f  

p a r t i c l e  s i z e  t o  w a v e l e n g t h  o f  r a d i a t i o n ,  a s  w e l l  a s  t h e  

o p t i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p a r t i c l e s  a t  t h a t  w a v e l e n g t h  a r e  

k n o w n .  T h e s e  p a r a m e t e r s  w h e n  u s e d  i n  M i e  s c a t t e r i n g  c a l c u l a ­

t i o n s  y i e l d  t h e  r e q u i r e d  q u a n t i t i e s .  To s h o w  t h e  e f f e c t  o f  

w a v e l e n g t h  a n d  t h e  s i z e  o f  t h e  p a r t i c l e  o n  t h e  s c a t t e r i n g
n

a n d  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n s ,  s o m e  r e s u l t s  o b t a i n e d  b y  S t u l l  a n d  
r 3 21

P l a s s 1 1 a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  5 . 4 .  N o t e  t h a t  t h e  s c a t ­

t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n  d e c r e a s e s  r a p i d l y  a s  t h e  p a r t i c l e  s i z e  

d e c r e a s e s  o r  t h e  w a v e l e n g t h  i n c r e a s e s .  O t h e r  i m p o r t a n t  

s t u d i e s  w h i c h  d i s c u s s  t h e  r a d i a t i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  o r  

r a d i a t i o n  f r o m  c a r b o n  p a r t i c l e s  a r e  d i s c u s s e d  i n  R e f s .  3 3  

a n d  3 4 .

E m i s s i o n  a n d  S c a t t e r i n g  f r o m  C a r b o n  P a r t i c l e  S i z e  D i s t r i b u t i o n

, A s  d i s c u s s e d  b e f o r e ,  t h e  e m i s s i o n  a n d  s c a t t e r i n g

c h a r a c t e r i s t i c s  o f  p a r t i c l e  s i z e  d i s t r i b u t i o n  c a n  b e  c a l c u l a t e d  

i f  t h e s e  c h a r a c t e r i s t i c s  f o r  e a c h  s i z e  a r e  k n o w n .  T h e  c a l ­

c u l a t i o n s  f o r  e v a l u a t i o n  o f  t h e s e  c r o s s  s e c t i o n s  a r e  s i m p l i ­

f i e d  c o n s i d e r a b l y  w h e n  t h e  p a r t i c l e  s i z e  i s  v e r y  s m a l l .

F i g u r e s  5 . 5  a n d  5 . 6  s h o w  t h a t  t h e  s i z e  d i s t r i b u t i o n  d o e s  h a v e  

a n  i m p o r t a n t  e f f e c t  u p o n  t h e  c r o s s  s e c t i o n s  a n d  t h a t  f o r  s m a l l  

s i z e  p a r t i c l e s  s c a t t e r i n g  i s  n e g l i g i b l e .
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( a )  t o t a l  c r o s s  s e c t i o n ,  Q̂ . (i>) s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n

F i g u r e  5 . 4 .  C r o s s  s e c t i o n  a s  a  f u n c t i o n  o f  w a v e l e n g t h  f o r  
c a r b o n  p a r t i c l e s  o f  v a r i o u s  r a d i i . [ 3 2 ]
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F i g u r e  5 . 5 .  Two p a r t i c l e - s i z e  d i s t r i b u t i o n  u s e d  f o r  t h e  c a l ­
c u l a t i o n  o f  t h e  e m i s s i v i t y  o f  c a r b o n  p a r t i c l e s . [ ]
D i s t r i b u t i o n  I I :  N ( r ) d r  = (Np / 1 5 9 . 5 2  e x p [ - ( r 2 0 0 ) /  
9 0 ] 2 d r ;  d i s t r i b u t i o n  I I I :  N t r ) d r  = 4 . 7 5  1 0 5 M p r - 3 
x [ e x p  ( - 6 4 0 / r )  ] d r  f o r  50  <_ r ( Z )  £  1 0 0 0  a n d  N ( r j d r  
= 0 f o r  o t h e r  v a l u e s  o f  r .
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F i g u r e  5 . 6 ,  l i i n i s s i v i t y  a s  a  f u n c t i o n  o f  w a v e l e n g t h  f o r  d 
f e r e n t  p a r t i c l e - s i z e  d i s t r i b u t i o n . . [ 3 2 ]
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5 . 5  S T A T U S  OF THE R A D I A T I O N  TRANSPORT CODE

D u r i n g  t h e  i n i t i a l  q u a r t e r  we  h a v e  m a d e  o p e r a t i o n a l  

a  c o m p u t e r  c o d e ,  b a s e d  o n  t h e  l o n g  c h a r a c t e r i s t i c s  a p p r o a c h ,  

w h i c h  c a n  c a l c u l a t e  t h e  net r a d i a n t  h e a t i n g  r a t e  a t  a n y  l o c a ­

t i o n  i n s i d e  t h e  f i r e .  T h e  c o d e  c a n , h a n d l e : a x i s y m m e t r i c  f i r e s  

w i t h  t e m p e r a t u r e ,  p r e s s u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t s .  

P a r t i c u l a t e  m a t t e r  s u c h  a s  c a r b o n  p a r t i c l e s ,  a s  w e l l  a s  

l i q u i d  d r o p l e t s ,  c a n  a l s o  b e  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  f i r e .

A t  t h e  p r e s e n t  t i m e  t h e  c o d e  c o n t a i n s  t h e  d e t a i l e d  

r a d i a t i o n  p r o p e r t i e s  d a t a  o f  t h e  m a i n  c o m p o n e n t s  o f  c o m b u s ­

t i o n ,  i . e . ,  I ^ O  v a p o r ,  C O ^ , CO a n d  f i n e  c a r b o n  p o w d e r  o v e r  a  

w i d e  w a v e l e n g t h  a n d  t e m p e r a t u r e  r a n g e .  T h e  d a t a  f o r  o t h e r  

c o n s t i t u e n t s ,  e s p e c i a l l y  f u e l s ,  h a s  n o t  b e e n  l o c a t e d  s o  f a r  

i n  a u s e a b l e  f o r m .  T h e  m o s t  d e t a i l e d  d a t a  o f  r a d i a t i o n  p r o ­

p e r t i e s  o f  g a s e o u s  f u e l s ,  w h i c h  we  h a v e  b e e n  a b l e  t o  l o c a t e  

i s  p u b l i s h e d  b y  A m e r i c a n  P e t r o l e u m  I n s t i t u t e  i n  t h e i r  p u b l i ­

c a t i o n  4 4 .  T h e  d a t a  i s  i n  t h e  f o r m  o f  p e r c e n t  t r a n s m i t t a n c e  

o f  a  c e l l  f i l l e d  w i t h  t h e  f u e l  g a s ,  a n  e x a m p l e  o f  w h i c h  i s  

s h o w n  i n  F i g .  5 . 3 .  T h i s  d a t a  f o r  t r a n s m i t t a n c e ,  m u s t  b e  

r e d u c e d  t o  a b s o r p t i o n  c o e f f i c i e n t  d a t a  b e f o r e  i t  c a n  b e  u s e d  

i n  t h e  c a l c u l a t i o n s .  A l s o  t h i s  d a t a  d o e s  n o t  c o v e r  t h e  

s p e c t r u m  b e l o w  .2 y w h i c h  m u s t  b e  f o u n d  f r o m  o t h e r  s o u r c e s .

S i n c e  t h e  t h r e e  f u e l s ,  f o r “ w h i c h  S' 3 , i s  t o  c o l l e c t  d a t a ,  h a v e  

n o t  b e e n  c h o s e n ,  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  c o n c e n t r a t e  o n  l i t e r a t u r e  

s e a r c h .  S o  f a r  o u r  m a i n  e f f o r t s  h a v e  b e e n  d i r e c t e d  a t  c o l ­

l e c t i n g  r a d i a t i o n  p r o p e r t y  d a t a  f o r  p r o p a n e  g a s .

T h e  i n c o r p o r a t i o n  o f  l i q u i d  d r o p l e t s ,  d u s t  p a r t i c l e s ,  

a p p r e c i a b l e  s i z e  c a r b o n ' p a r t i c l e s  i n t o  1 r a d i a t i o n  c a l c u l a t i o n s  

d e m a n d s  t h a t  a b s o r p t i o n  a n d  s c a t t e r i n g  c r o s s  s e c t i o n s  o f  s i n g l e  

s i z e  p a r t i c l e s  a s  w e l l  a s  p o l y d i s p e r s i o n s  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  

M i e  c a l c u l a t i o n s ; .  M i e  s c a t t e r i n g  t h e o r y  h a s  b e e n  d e s c r i b e d  . 

a b o v e  a n d  i s  n o t  s i m p l e .  A l t h o u g h  we h a v e  a  c o d e  w h i c h  c a n  

p e r f o r m  t h e s e  c a l c u l a t i o n s ,  i t  m u s t  b e  a d a p t e d  t o  t h e  p a r t i ­

c u l a r  n e e d s  o f  t h i s  p r o b l e m .  M o r e o v e r ,  t h e  i n p u t  p r o p e r t y

5 9



d a t a  t o  t h e  M i e  s c a t t e r i n g  c o d e ,  t h e  r e a l  a n d  c o m p l e x  p a r t s  

o f  i n d e x  o f  r e f r a c t i o n  a s  a  f u n c t i o n  o f  w a v e l e n g t h  f o r  d i f ­

f e r e n t  m a t e r i a l s ,  m u s t  b e  . f o u n d  a n d  t a b u l a t e d .

I n  t h e  n e x t  q u a r t e r  o f  t h i s  p r o g r a m  o u r  e f f o r t  s h a l l  

b e  d i r e c t e d  t o  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  a r e a s  a n d  t o  s i m p l i f y i n g  

a n d  s t r e a m l i n i n g  t h e  c o d e .  M a j o r  s i m p l i f i c a t i o n s  a r e  e x ­

p e c t e d ,  h o w e v e r ,  o n l y  a f t e r  t h e  c o d e  i s  r u n  f o r  r e a l  t o r c h  

a n d  p o o l  f i r e s .
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V I .  WORK FOR NEXT QUARTER

I n  t h e  n e x t  q u a r t e r  t h e  t o r c h  f i r e  c o d e  w i l l  b e  c o m ­

p l e t e d ,  t h e  s p e c i f i e d  c a l c u l a t i o n s  m a d e ,  a n d  t h e  c o d e  i n s t a l ­

l e d  a t  t h e  N A S A - A m e s  c o m p u t e r  c e n t e r .  I n  o r d e r  t o  c o m p l e t e  

t h e  c o d e ,  t h e  h y d r o d y n a m i c  p a r t  o f  t h e  c o d e  a n d  i t s  a s s o c i a t e d  

c h e m i c a l / e q u a t i o n  o f  s t a t e  p a c k a g e  m u s t  b e  d e b u g g e d ,  t h e  

d r o p l e t  v a p o r i z a t i o n  m o d e l  a d d e d  t o  t h e  c o d e  a n d ,  d e b u g g e d ,  

a n d  t h e  r a d i a t i o n  s u b r o u t i n e s  " h o o k e d  o n "  t o  t h e  r e s u l t i n g  

c o d e .  ' I n  o r d e r  t o  p e r f o r m  t h e  r e q u i r e d  c a l c u l a t i o n s ,  t h e  

o r i f i c e  d i a m e t e r  a n d  t w o  o f  t h e  e f f l u x  r a t e s  o f  g a s e o u s  

p r o p a n e  m u s t  b e  s p e c i f i e d  b y  N A S A - A m e s .

T h e  p o o l  f i r e  c o d e  i s ,  i n  m a n y  w a y s ,  s i m i l a r  t o  t h e  

t o r c h  f i r e  c o d e .  T h e  a d d i t i o n a l  b o u y a n c y  t e r m s  t h a t  a p p e a r  

i n  t h e  e q u a t i o n s  w i l l  b e  d e r i v e d  i n  t h e  n e x t  q u a r t e r  a n d  

i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  p o o l  f i r e  v e r s i o n .  We a l s o  e x p e c t  t o  

h a v e  c o m p l e t e d  o u r  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  d e t a i l s  o f  t h e  i n i t i a l  

( s t a r t i n g )  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  p o o l  f i r e  w h i c h  a r e  q u i t e  d i f ­

f e r e n t  f r o m  t h o s e  o f  t h e  t o r c h .  A s e a r c h  f o r  m a t e r i a l  p r o ­

p e r t i e s  f o r  t h e  t h r e e  f u e l s  t o  b e  u s e d  i n  s u b s e q u e n t  c a l c u l a ­

t i o n s  w i l l  c o n t i n u e ,  b u t  w o u l d  b e  a i d e d  b y  a  f i n a l i z a t i o n  o f  

t h e i r  s p e c i f i c a t i o n .

F i n a l l y ,  d e t a i l e d  w o r k  i n c l u d i n g  p o s s i b l y  s o me  p l u m e  

c a l c u l a t i o n s  f o r  LNG s p i l l s  w i l l  b e  i n i t i a t e d .
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